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Resumo
Esta dissertac¸a˜o objetiva prestar um esclarecimento acerca do modo como o enquadra-
mento temporal afeta as dinaˆmicas de migrac¸a˜o num modelo centro-periferia com treˆs
regio˜es. O comportamento cao´tico das soluc¸o˜es, desenquadrado da realidade emp´ırica,
observado em tempo discreto motiva a construc¸a˜o de uma dinaˆmica alternativa a` de
Commendatore et al. (2015b) que reproduza os resultados econo´micos registados num
quadro temporal cont´ınuo, onde o caos esta´ ausente. Para a dita confrontac¸a˜o dos re-
sultados serve a publicac¸a˜o de Gaspar et al. (2013). Apo´s uma detalhada descric¸a˜o do
modelo de base, avanc¸a-se para a elaborac¸a˜o da nova func¸a˜o de migrac¸a˜o, cumpridora
dos pressupostos devidos. Para tal, procede-se a` adaptac¸a˜o do trabalho de Garrido-da-
Silva et al. (2015) por forma a contemplar uma regia˜o adicional, seguindo-se o estudo
anal´ıtico, complementado por simulac¸a˜o nume´rica em MATLAB/Octave, dos pontos de
equil´ıbrio e condic¸o˜es de estabilidade. Infere-se a desejada conflueˆncia das concluso˜es
obtidas em tempo discreto com as formuladas em tempo cont´ınuo, interpretando-se
economicamente os vis´ıveis padro˜es de distribuic¸a˜o da atividade econo´mica entre as
treˆs regio˜es. Rejeita-se, por fim, a hipo´tese de que a ocorreˆncia de caos determin´ıstico
e´ uma caracter´ıstica intr´ınseca a` discretizac¸a˜o do modelo centro-periferia.
Palavras-chave: modelo centro-periferia, migrac¸a˜o, aglomerac¸a˜o, dispersa˜o, caos.
Co´digos JEL: F12, R12, R23, C62, C63.
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Abstract
This dissertation aims to provide an explanation about how the time frame affects
the migration dynamics in a core-periphery model with three regions. The chaotic
behaviour of the solutions, non-conformant with empirical reality, observed in discrete
time motivates the construction of alternative dynamics to those of Commendatore’s
et al. (2015b) model that reproduce the economic results recorded in a continuous time
frame, where chaos is absent. For this comparison of the results we use Gaspar et
al. (2013). After a detailed description of the economic framework, we proceed to the
drafting of a new migration function, complying with the required assumptions. To
achieve this, we adapt the work of Garrido-da-Silva et al. (2015) in order to consider an
additional region, followed by the analytical study, supplemented by numerical simu-
lation in MATLAB/Octave, of the fixed points and stability conditions. The desired
confluence of the conclusions obtained in discrete time with those formulated in con-
tinuous time is observed, providing economic interpretations of the visible distribution
patterns of economic activity among the three regions. As a final point, the hypothesis
that the occurrence of deterministic chaos is an intrinsic characteristic of the discrete
time specification of the core-periphery model is rejected.
Keywords: core-periphery model, migration, agglomeration, dispersion, chaos.
JEL Classification Numbers: F12, R12, R23, C62, C63.
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1 Introduc¸a˜o
A Economia Geogra´fica intenta perceber, segundo Ottaviano e Thisse (2004), quais
as forc¸as econo´micas que podem sustentar, no longo prazo, uma distribuic¸a˜o espacial
na˜o equitativa das atividades econo´micas, procurando dar resposta a questo˜es como ‘O
que leva as empresas a estabelecerem-se em certos lugares em vez de outros?’ ou ‘De
que forma as suas deciso˜es se relacionam com as de outras empresas?’. Para inferir a
respeito de questo˜es desta ı´ndole, comece por refletir-se acerca da sociedade de consumo
em que vivemos. A busca pela satisfac¸a˜o das suas mu´ltiplas e incessantes necessidades
conduz a` deslocac¸a˜o dos consumidores para certos locais onde se esperam satisfazer por
meio de uma variada gama de produtos que encontram a` sua disposic¸a˜o. Por sua vez, as
lojas escolhem situar-se nesses lugares por saberem que tera˜o acesso a um vasto leque de
potenciais compradores. E´ esta lo´gica circular que sustenta o processo de aglomerac¸a˜o
econo´mica (Fujita et al., 1999). Por ser este um conceito bastante gene´rico, pode
contemplar situac¸o˜es reais muito diferentes: por um lado, pode corresponder a uma
divisa˜o Norte-Sul; por outro, a` situac¸a˜o anteriormente descrita, i.e., quando produtos
similares se concentram na mesma vizinhanc¸a (Fujita e Thisse, 2009).
Apesar do interesse e relevaˆncia desta a´rea, a investigac¸a˜o foi condicionada, no en-
tender de Fujita et al. (1999), pela existeˆncia de barreiras te´cnicas, de entre as quais
se salienta o papel dos rendimentos crescentes a` escala. E´ com a introduc¸a˜o de no-
vas ferramentas de modelac¸a˜o que surge a Nova Economia Geogra´fica (NEG), uma
abordagem com fundamentos microecono´micos que tem sido aplicada para discutir a
interac¸a˜o entre custos de transporte e rendimentos crescentes a` escala, desencadeadora
de desigualdades na distribuic¸a˜o da atividade econo´mica e repartic¸a˜o de rendimentos.
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Krugman (1991) foi pioneiro na oferta de um modelo de equil´ıbrio geral que procura
explicar porqueˆ, como e quando a atividade econo´mica se pode concentrar em poucos
lugares. O modelo Centro-Periferia (CP) e´ constru´ıdo originalmente para duas regio˜es
e dois setores: o agr´ıcola, perfeitamente concorrencial, que produz um bem homoge´neo
sob rendimentos constantes a` escala e custos de transporte nulos; e o industrial, que
produz bens diferenciados sob rendimentos crescentes a` escala, num mercado que se ca-
racteriza por concorreˆncia monopol´ıstica a` Dixit-Stiglitz1 (1977) e custos de transporte
do tipo iceberg, cuja considerac¸a˜o implica a perda de parte dos bens transferidos no
pro´prio ato de transac¸a˜o. Por cada unidade enviada de uma regia˜o para outra, apenas
chega ao seu destino uma frac¸a˜o 1/T , com T > 1. A distaˆncia tem, assim, um papel
fundamental na determinac¸a˜o dos prec¸os. Ademais, Fujita e Thisse (1996) explicam
que a mera existeˆncia de indivisibilidades na produc¸a˜o torna lucrativo para as empre-
sas concentra´-la num nu´mero limitado de lugares, servindo consumidores dispersos. Os
rendimentos crescentes a` escala constituem, por isso, uma forc¸a centr´ıpeta. Todavia,
a extensa˜o geogra´fica dos mercados e os correspondentes custos de transac¸a˜o elegem
a dispersa˜o da procura como uma forc¸a centr´ıfuga, tornando claro o trade-off entre
economias de escala e custos de transporte.
Como fatores de produc¸a˜o consideram-se trabalhadores agr´ıcolas, imo´veis entre
regio˜es, e trabalhadores industriais, mo´veis. Pelo facto de basearem os u´ltimos as suas
deciso˜es de migrac¸a˜o na diferenc¸a entre os sala´rios reais, deslocar-se-a˜o para a regia˜o que
oferece maior remunerac¸a˜o, podendo surgir convergeˆncia ou divergeˆncia entre elas. O
que Krugman (1991) verifica e´ que, para custos de transporte inferiores a um certo n´ıvel
cr´ıtico, as empresas industriais concentram-se numa u´nica regia˜o (centro), enquanto a
outra se especializa no setor tradicional (periferia) - equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o. Ao inve´s,
para custos de transporte suficientemente elevados, a atividade industrial distribui-se
equitativamente entre as regio˜es - equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica. Regio˜es ex-ante
ideˆnticas podem, enta˜o, diferir ex-post. Dessarte, com o progresso te´cnico espera-se,
1Uma estrutura de mercado determinada por gostos heteroge´neos dos consumidores e recursos
produtivos limitados (Ottaviano e Thisse, 2004).
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ante o modelo de Krugman (1991), a prevaleˆncia da aglomerac¸a˜o (Tabuchi, 1998).
De acordo com Puga (1998), a ocorreˆncia de divergeˆncia ou convergeˆncia entre
regio˜es fundamenta-se por meio de dois basilares efeitos2: concorreˆncia e ligac¸a˜o. O
primeiro dos efeitos deriva do aumento da competic¸a˜o com a entrada de uma nova em-
presa no mercado local. Em consequeˆncia, o sala´rio que as empresas instaladas esta˜o
dispostas a pagar diminui, levando a` deslocalizac¸a˜o dos trabalhadores. A dispersa˜o
ocasiona, deste modo, a convergeˆncia entre regio˜es. Operando na direc¸a˜o contra´ria,
os efeitos de ligac¸a˜o encorajam a concentrac¸a˜o, dado que um maior nu´mero de traba-
lhadores na regia˜o aumenta a despesa nela realizada, os lucros das empresas locais e
permite o pagamento de sala´rios mais elevados, tornando a localizac¸a˜o mais atrativa a`
produc¸a˜o e resideˆncia. Tal significa maior variedade, prec¸os mais baixos e bem-estar
superior. A aglomerac¸a˜o atua, assim, como uma fonte de divergeˆncia ou desigualdade.
A mobilidade dos trabalhadores industriais ocupa neste modelo um lugar central,
visto que a sua deslocac¸a˜o entre regio˜es implica que a oferta e a procura se modifiquem
tambe´m. O processo de causalidade circular do qual a aglomerac¸a˜o, como tem sido
explicada, emana tem, por isso, na migrac¸a˜o a sua esseˆncia (Fujita e Thisse, 2009).
Pore´m, Ottaviano e Puga (1998) consideram que, muito embora o modelo standard
seja relevante na explicac¸a˜o da aglomerac¸a˜o dentro de fronteiras, num contexto inter-
nacional podem surgir barreiras a` migrac¸a˜o que limitem o seu papel. As externalidades
pecunia´rias que derivam, em Krugman (1991), da interac¸a˜o entre custos de transporte
e deslocac¸a˜o dos trabalhadores sa˜o, perante restric¸o˜es a` mobilidade, substitu´ıdas pe-
las relac¸o˜es entre empresas3: Krugman e Venables (1995) consideram imobilidade dos
trabalhadores e empresas produtoras de bens interme´dios; Puga (1999) faz depender a
sua ana´lise da (i)mobilidade dos trabalhadores em resposta a`s diferenc¸as salariais. O
decl´ınio, a longo prazo, dos custos de transporte, produzido pela integrac¸a˜o econo´mica
2Que encontram os seus homo´logos no trabalho de Krugman (1991), como market crowding effect ;
home market effect e price index effect. Refira-se que os dois u´ltimos se designam em Forslid e Ottaviano
(2003) como market size effect e cost-of-living effect, respetivamente.
3A este respeito, Venables (1996) mostra que as relac¸o˜es verticais entre empresas a montante e
a jusante, quando ambas esta˜o sujeitas a concorreˆncia imperfeita, podem desempenhar um papel
equivalente ao da migrac¸a˜o do fator trabalho.
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dos mercados mundiais, afigura-se, em Krugman e Venables (1995), suficiente para pro-
duzir uma divisa˜o entre pa´ıses ricos e pa´ıses pobres e, posteriormente, uma convergeˆncia
entre os seus rendimentos, deixando, neste caso, de ser mono´tona a relac¸a˜o entre in-
tegrac¸a˜o e aglomerac¸a˜o (Puga, 1999). Associa-se a este padra˜o de desenvolvimento
espacial mais rico uma curva em forma de sino (Fujita e Thisse, 2009).
Desde Krugman (1991) que a comunidade cient´ıfica se tem dedicado a` construc¸a˜o e
estudo de modelos de NEG que congregam, na linha do que tem vindo a ser referido,
alguns ingredientes capitais: rendimentos crescentes a` escala e produc¸a˜o diferenciada
de bens industriais; distaˆncia entre regio˜es mensurada por custos de transporte; e mo-
bilidade do fator trabalho, ocasionada por diferenc¸as entre os sala´rios reais e comu-
mente descrita por um processo de realocac¸a˜o dos trabalhadores num quadro temporal
cont´ınuo (Commendatore et al., 2015b). Assumem uma economia composta por duas
regio˜es ideˆnticas, i.e., dotadas da mesma tecnologia, prefereˆncias e custos de transporte,
dois setores produtivos e migrantes mı´opes, cujas deciso˜es baseadas nos sala´rios cor-
rentes ignoram o futuro. Por serem estes pressupostos redutores na explicac¸a˜o que se
busca obter, alguns autores optam por modifica´-los, entre os quais: Baldwin (2001),
pela incorporac¸a˜o de expectativas forward-looking ; Tabuchi e Thisse (2002), com pre-
fereˆncias heteroge´neas; Leite et al. (2009), assumindo custos de transporte assime´tricos;
e Leite et al. (2013), mediante a introduc¸a˜o de um setor de bens na˜o-transaciona´veis.
E´ perante a constatac¸a˜o de que o modelo de Krugman (1991) e´ muito dif´ıcil de tra-
balhar e a maioria dos seus resultados exige simulac¸a˜o nume´rica que Forslid e Ottaviano
(2003) introduzem algumas modificac¸o˜es4 que o tornam analiticamente resolu´vel. O mo-
delo ‘Footloose Entrepreneur’ (FE) considera heterogeneidade no que a`s competeˆncias
dos trabalhadores importa: distingue qualificados de na˜o qualificados e restringe a mo-
bilidade aos primeiros. A func¸a˜o custo de produc¸a˜o releva as diferenc¸as entre os dois
modelos ao considerar o trabalho mo´vel somente como uma componente de custo fixo.
O intento de conferir a estes dois modelos uma maior adequac¸a˜o a` realidade motiva a
4Estas modificac¸o˜es permitem, nomeadamente, determinar o nu´mero exato de equil´ıbrios, estudar
as suas propriedades e estabilidade local.
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adic¸a˜o de mais regio˜es e questiona se as concluso˜es retiradas se manteˆm. Neste sentido,
Fujita et al. (1999) investigam uma economia com n regio˜es distribu´ıdas ao longo de
um c´ırculo; Castro et al. (2012) concluem que a adic¸a˜o de uma regia˜o no modelo CP
favorece a concentrac¸a˜o econo´mica; Gaspar et al. (2013) estendem o modelo FE para
treˆs regio˜es, corroborando as concluso˜es de Castro et al. (2012), pore´m sendo capazes
de obter soluc¸o˜es expl´ıcitas para os sala´rios dos trabalhadores qualificados e concluir
sobre a sua distribuic¸a˜o espacial e as varia´veis endo´genas do modelo.
Uma outra questa˜o interessante passa por avaliar a robustez das concluso˜es face a`
varia´vel temporal, por interme´dio da discretizac¸a˜o da dinaˆmica de migrac¸a˜o. Currie e
Kubin (2006) indagam esta questa˜o perante as concluso˜es de Fujita et al. (1999), ao
passo que Commendatore et al. (2008) tomam por base Forslid e Ottaviano (2003);
Commendatore e Kubin (2013) e Commendatore et al. (2015b) partem da versa˜o de
Commendatore et al. (2008) e acrescem uma regia˜o5; Commendatore et al. (2015c) apre-
sentam um modelo que conte´m dois pa´ıses, divididos simetricamente em duas regio˜es,
e introduzem heterogeneidade na estrutura geogra´fica. Todos estes trabalhos, embora
preservem grande parte das caracter´ısticas dos seus homo´logos em tempo cont´ınuo, re-
metem para a existeˆncia de caos no longo prazo, o que levanta interrogac¸o˜es quanto ao
modo como o enquadramento temporal afeta as dinaˆmicas de migrac¸a˜o.
O foco desta dissertac¸a˜o e´ precisamente o esclarecimento da relac¸a˜o entre a dinaˆmica
de migrac¸a˜o quando se toma o tempo variando de forma discreta e cont´ınua. Para tal,
toma-se por base Commendatore et al. (2015b), que propo˜em um modelo de NEG em
tempo discreto que descreve a forma como a atividade econo´mica industrial se tende a
dispersar ou aglomerar, no longo prazo, entre treˆs regio˜es ideˆnticas. Todavia, a alterac¸a˜o
do quadro temporal para discreto e a adic¸a˜o de uma regia˜o ocasionam um comporta-
mento cao´tico das soluc¸o˜es que esta´ ausente nas verso˜es em tempo cont´ınuo, como
em Gaspar et al. (2013). O caos e´ neste contexto interpretado como a movimentac¸a˜o
desorganizada da ma˜o-de-obra industrial entre regio˜es, que na˜o encontra paralelo na re-
5O primeiro destes trabalhos analisa a estabilidade local dos pontos fixos e apresenta resultados
preliminares sobre a dinaˆmica global, que sa˜o posteriormente aprofundados no segundo, com particular
incideˆncia sobre os cena´rios de bifurcac¸a˜o que podem ser observados.
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alidade emp´ırica por mais que se estenda o horizonte temporal. Esta contradic¸a˜o, que
foi ja´ estudada num contexto de duas regio˜es por Garrido-da-Silva et al. (2015) tendo
por base Currie e Kubin (2006), da´ o mote a` presente dissertac¸a˜o. Apo´s determinar
quais as caracter´ısticas desencadeadoras do caos, Garrido-da-Silva et al. (2015) propo˜em
uma nova discretizac¸a˜o, formulada para ser o mais pro´xima poss´ıvel dos resultados em
tempo cont´ınuo de Fujita et al. (1999). As func¸o˜es de migrac¸a˜o que sugerem assen-
tam no pressuposto de que a migrac¸a˜o dos trabalhadores industriais ocorre enquanto
persistirem diferenc¸as entre os sala´rios reais e consentem a desejada convergeˆncia entre
os resultados. Com esta dissertac¸a˜o pretende-se identicamente, mas para treˆs regio˜es,
responder a`s seguintes questo˜es de investigac¸a˜o:
1. E´ poss´ıvel eliminar o comportamento cao´tico irrealista observado no modelo de
Commendatore et al. (2015b) por meio de dinaˆmicas discretas alternativas e con-
fluir os resultados com os propostos por Gaspar et al. (2013) em tempo cont´ınuo?
2. Sendo poss´ıvel eliminar o comportamento cao´tico, que comportamento e´ obser-
vado? Qual o seu significado econo´mico?
Comec¸a-se por introduzir o modelo de Commendatore et al. (2015b) no Cap´ıtulo 2,
apresentando os seus pressupostos e caracterizando o equil´ıbrio geral de curto-prazo.
No cap´ıtulo 3, divulga-se a dinaˆmica de migrac¸a˜o a que obedece, indo ale´m do traba-
lho original na sua explicac¸a˜o. Determinam-se os pontos fixos e recorre-se a software
computacional para produzir gra´ficos que auxiliam no estudo da estabilidade local. A
dinaˆmica alternativa e´ proposta no Cap´ıtulo 4, onde se avanc¸am as caracter´ısticas que
deve satisfazer e que da˜o origem a` nova func¸a˜o de migrac¸a˜o. Procede-se, para esse fim,
a` adaptac¸a˜o da forma funcional proposta por Garrido-da-Silva et al. (2015), a fim de
contemplar uma regia˜o adicional. O estudo qualitativo ocorre por via anal´ıtica com-
plementada por recurso a simulac¸a˜o nume´rica. Completa-se a secc¸a˜o pela comparac¸a˜o
do comportamento de longo prazo manifesto pela nova dinaˆmica com as concluso˜es
em tempo cont´ınuo enunciadas por Gaspar et al. (2013), anunciando-se a esperada
conflueˆncia entre os dois trabalhos. O u´ltimo cap´ıtulo finaliza com as concluso˜es.
6
2 Modelo de NEG com treˆs regio˜es
A adic¸a˜o de regio˜es a` tradicional ana´lise contemplativa de duas reflete-se na emergeˆncia
de efeitos outrora ausentes, na medida em que, como constatam Fujita e Thisse (2009):
Quando existem apenas duas regio˜es, qualquer mudanc¸a nos paraˆmetros estru-
turais afeta, necessariamente, ou uma das regio˜es, ou ambas, de forma direta.
Pelo contra´rio, quando existem mais de duas regio˜es, qualquer mudanc¸a nos
paraˆmetros que envolve diretamente apenas duas delas, gera efeitos espaciais que
sa˜o suscet´ıveis de afetar as restantes regio˜es. (p. 117, traduc¸a˜o livre)
A captura dos efeitos descritos conduz Commendatore et al. (2015b) ao desenvolvi-
mento de um modelo de NEG com treˆs regio˜es em tempo discreto. O cap´ıtulo que se
inicia toma por base este trabalho, completando-se com as publicac¸o˜es de Commenda-
tore e Kubin (2013), Forslid e Ottaviano (2003), Gaspar et al. (2013), Garrido-da-Silva
et al. (2015) e Commendatore et al. (2015a), preservando a notac¸a˜o dos primeiros.
2.1 Pressupostos
O modelo considera uma economia composta por treˆs regio˜es, i ∈ {1, 2, 3}, que se as-
sumem ideˆnticas por serem caracterizadas pela mesma tecnologia, prefereˆncias e custos
de transporte. Existem dois setores produtivos: o setor agr´ıcola (A), que produz um
bem homoge´neo sob rendimentos constantes a` escala; e o setor industrial (M), imper-
feitamente concorrencial e que produz bens diferenciados. Sa˜o igualmente dois os tipos
de agentes envolvidos na produc¸a˜o: trabalhadores qualificados (N) e trabalhadores na˜o
qualificados (L), dotados, respetivamente, de capital humano e trabalho.
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2.1.1 Prefereˆncias
As prefereˆncias do consumidor representativo sa˜o descritas por uma func¸a˜o de utilidade
Ut do tipo Cobb-Douglas, que indica o n´ıvel de satisfac¸a˜o proporcionado pelo consumo
combinado de um bem agr´ıcola, CA,t, com um bem compo´sito de variedades industriais,
CM,t, no instante t. Considerando 1−µ e µ como as quotas (invariantes) de rendimento
destinadas, por esta ordem, ao consumo do bem agr´ıcola e produtos industriais, com
0 < µ < 1, a func¸a˜o utilidade vem expressa por
Ut ≡ U(CA,t, CM,t) = C1−µA,t CµM,t . (2.1)
Designando por ci,t o consumo do bem industrial i no instante t; por nt o nu´mero
total de variedades; e por σ > 1 a constante de elasticidade de substituic¸a˜o entre os bens
industriais, CM,t, representativo da escolha entre as diversas variedades industriais, e´












O gosto dos consumidores por variedade e´ tanto maior quanto menor σ. Note-se
que σ representa, ao mesmo tempo, a elasticidade-prec¸o da procura de uma qualquer
variedade industrial (Forslid e Ottaviano, 2003). Assim sendo, σ > 1 retrata uma pro-
cura ela´stica, tanto mais sens´ıvel a alterac¸o˜es dos prec¸os quanto maior o valor atribu´ıdo
a este paraˆmetro.
2.1.2 Custos comerciais
A distaˆncia entre as regio˜es desempenha um papel fundamental nos modelos de NEG,
na medida em que a troca pode ser inibida por va´rios tipos de custos comerciais, desde
o transporte a barreiras (aduaneiras ou na˜o). Sendo uma importante componente dos
prec¸os praticados, a maneira como estes sa˜o afetados depende da pro´pria configurac¸a˜o
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do modelo. E´ comum assumir-se que a comercializac¸a˜o do bem agr´ıcola esta´ isenta de
qualquer custo, enquanto o transporte dos bens industriais incorre num custo do tipo
iceberg, o que significa que se uma unidade de um bem e´ enviada de uma regia˜o i para
uma regia˜o j, apenas uma frac¸a˜o 1/Tij, com Tij ∈ [1,+∞[, chega ao seu destino.
Forslid e Ottaviano (2003) definem φij ≡ T 1−σij ∈ (0, 1] como um indicador do grau
de liberdade comercial ou de integrac¸a˜o econo´mica dos mercados. Esta relac¸a˜o entre
φ e T descreve a inibic¸a˜o (promoc¸a˜o) da troca comercial entre regio˜es motivada por
custos de transporte muito elevados (reduzidos) que constituem barreiras (est´ımulos)
ao livre-come´rcio. No limite, φ→ 0 (T →∞) respeita a custos de come´rcio proibitivos,
encontrando-se as regio˜es a operar em regime de autarcia. Em contraste, φ = 1 (T = 1)
isenta a troca comercial de custos, equivalendo o come´rcio inter-regional a` troca dentro
da mesma regia˜o. No que concerne ao grau de integrac¸a˜o da economia, composta pelas







O come´rcio dentro de uma regia˜o na˜o implica qualquer custo, visto que a distaˆncia
dentro da mesma na˜o tem impacto no prec¸o praticado. Assim sendo, φii = 1 (Tii = 1),
pelo que na diagonal da matriz φ apenas se registam elementos que igualam a unidade.
Assumindo simetria entre as regio˜es no que respeita aos custos de transporte, tem-se







com φ ≤ 1. Quer isto dizer que as treˆs regio˜es sa˜o equidistantes ou, equivalentemente,
que se podem representar como localizadas nos ve´rtices de um triaˆngulo equila´tero R,
1Aplicada ao caso de treˆs regio˜es a partir de Commendatore et al. (2015a), p. 19.
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como o que consta da Figura 2.1. Em suma, sa˜o treˆs os paraˆmetros determinantes do
cara´cter do equil´ıbrio deste modelo: µ, σ e φ sentenciam, de facto, a convergeˆncia ou
divergeˆncia entre o total de populac¸a˜o qualificada em cada regia˜o.
Figura 2.1: Equidistaˆncia entre as treˆs regio˜es.
2.1.3 Setor agr´ıcola
A produc¸a˜o do bem homoge´neo agr´ıcola requer somente o uso de trabalho na˜o qualifi-
cado, que se assume imo´vel entre as regio˜es. A dotac¸a˜o de ma˜o-de-obra na˜o qualificada
em cada regia˜o i e´, por isso, homoge´nea e dada por Li = L/3, com i ∈ {1, 2, 3}.
Para produzir uma unidade do produto agr´ıcola e´ empregue uma unidade de L,
donde resulta uma equivaleˆncia entre custo unita´rio de produc¸a˜o e vencimento de um
trabalhador na˜o qualificado. Sejam pAi,t e w
A
i,t, respetivamente, o prec¸o e a remunerac¸a˜o
praticados no setor A em i. A concorreˆncia perfeita a que se encontra sujeito o setor
obriga a` fixac¸a˜o de um prec¸o igual ao custo marginal, de modo que, com custos de
transporte nulos, se tem pAi,t = w
A
i,t,∀i, uniformizando as regio˜es em termos de quantia a
pagar pelo bem. Sendo frequente assumir-se um prec¸o numera´rio, tem-se wAt = p
A
t = 1.
Esta uniformizac¸a˜o mante´m-se desde que esteja assegurada a laborac¸a˜o do setor A
em todas as regio˜es. Denotando por Yt o rendimento total da economia no instante
t, (1 − µ)Yt representa a despesa ma´xima que pode ser realizada na aquisic¸a˜o do bem
agr´ıcola. A maximizac¸a˜o de (2.1) em ordem a CA,t exige, por conseguinte, o cumpri-
mento da restric¸a˜o orc¸amental pAt CA,t ≤ (1−µ)Yt. Imediatamente vem que (1−µ)Yt > L3
e´ condic¸a˜o necessa´ria para que uma regia˜o seja, por si so´, incapaz de satisfazer a procura
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global em termos do bem agr´ıcola (Commendatore e Kubin, 2013). Sem embargo, a
existeˆncia do setor agr´ıcola nas treˆs regio˜es e´ suficientemente garantida pela satisfac¸a˜o
da desigualdade (1−µ)Yt > 2L3 . Assumindo a condic¸a˜o de na˜o-especializac¸a˜o, a despesa
total no bem A deve, portanto, superar a produc¸a˜o efetuada em duas das treˆs regio˜es.
2.1.4 Setor industrial
Diferentemente de Krugman (1991), modelos que assentam no trabalho de Forslid e
Ottaviano (2003) assumem trabalhadores dissemelhantes em termos de competeˆncias,
requerendo a produc¸a˜o industrial o uso de ambos os fatores de produc¸a˜o: trabalho quali-
ficado e na˜o qualificado. Ao contra´rio da ma˜o-de-obra na˜o qualificada, os trabalhadores
qualificados gozam de mobilidade entre regio˜es2. E´ justamente esta mobilidade que se
manifesta, no longo prazo, como geradora de poss´ıveis assimetrias entre as regio˜es.
A estrutura de concorreˆncia monopol´ıstica a` Dixit-Stiglitz (1977) alia a produc¸a˜o
diferenciada, por empresas ideˆnticas, de bens industriais com rendimentos crescentes a`
escala. A produc¸a˜o de um bem requer um contributo fixo de uma unidade de trabalho
qualificado e um contributo varia´vel de β unidades de trabalho na˜o qualificado, pelo que
o custo me´dio e´ decrescente com a quantidade produzida. O gosto dos consumidores
pela variedade e a na˜o existeˆncia de economias de gama implicam que cada empresa
produza sempre uma u´nica variedade, diferente da das restantes. Ora, como a produc¸a˜o
de cada variedade adicional requer uma unidade de trabalho qualificado, o nu´mero total
de empresas/variedades equivale sempre ao nu´mero de trabalhadores qualificados, N ,
estabelecendo-se uma relac¸a˜o de um para um entre empresas e variedades.
Seja λi,t a percentagem de trabalhadores qualificados na regia˜o i no instante t, com
0 ≤ λi,t ≤ 1 e
∑3
i=1 λi,t = 1. Entenda-se que esta u´ltima condic¸a˜o decorre de se
assumir constante o nu´mero de trabalhadores qualificados N e faz equivaler o triaˆngulo
R, que consta da Figura 2.1, a um simplex. Designando por ni,t o nu´mero de variedades
produzidas na regia˜o i no instante t, tem-se a seguinte relac¸a˜o
2Esta e´ uma hipo´tese que Forslid e Ottaviano (2003) declaram se ajustar mais satisfatoriamente a`
realidade europeia, onde se regista maior mobilidade dos trabalhadores qualificados face aos restantes.
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ni,t = λi,tN. (2.3)
Cada consumidor residente em i paga pela aquisic¸a˜o de uma variedade o prec¸o de
fa´brica pi,t. Contudo, ao prec¸o de uma variedade produzida em i e vendida em j acresce
o custo com a frac¸a˜o do produto que derrete na transac¸a˜o, devido a` assunc¸a˜o de custos
de transporte do tipo iceberg. Tem-se, portanto, que pii = p e pij = pTij = pφ
1
1−σ .
A simetria de custos entre regio˜es faz com que o ı´ndice de prec¸os industrial, indi-
cador da despesa mı´nima necessa´ria a` aquisic¸a˜o de uma unidade do bem compo´sito















com ∆i,t determinada por
∆i,t = λi,t + φ(1− λi,t). (2.5)
Esta varia´vel e´ interpretada neste trabalho como a apreciac¸a˜o, que e´ feita por um
produtor ativo na regia˜o i, ao potencial oferecido pelos mercados dome´stico e exterior,
em func¸a˜o do grau de integrac¸a˜o econo´mica dos mercados e ponderada pela percentagem
de trabalhadores qualificados em cada um deles.
Por (2.4) torna-se claro que o ı´ndice Pi,t diminui com o nu´mero de empresas lo-
cais. Trabalhadores residentes numa regia˜o com maior populac¸a˜o enfrentam, em con-
sequeˆncia, prec¸os menores no que aos produtos industriais concerne. O seu bem-estar
e´, por esse motivo, superior (cost-of-living effect). A intensificac¸a˜o da concorreˆncia tra-
duzida no surgimento de novas variedades ocasiona, no imediato, um comportamento
desviante dos consumidores, patenteado por um decre´scimo na procura por empresa
instalada (market crowding effect). Na˜o obstante, enquanto uma parte da receita ge-
rada pelas entrantes for aplicada localmente, a despesa e, consequentemente, o lucro
dos produtores ativos na regia˜o, aumentam, tanto mais quanto maior µ (market size
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effect). A concomitaˆncia e intensidade dos efeitos descritos justificam a dispersa˜o ou
aglomerac¸a˜o da atividade econo´mica industrial (Forslid e Ottaviano, 2003).
A decisa˜o o´tima dos consumidores residentes em j relativamente a uma variedade
produzida na regia˜o i resulta da maximizac¸a˜o de (2.2) sujeita a` sua restric¸a˜o orc¸amental,
tal que o rendimento ma´ximo dispon´ıvel para a aquisic¸a˜o do bem compo´sito industrial
e´ µYj,t, sendo Yj,t o rendimento logrado na regia˜o j. Define-se sj,t ≡ Yj,t/Yt como a
quota-parte da despesa total que e´ realizada na regia˜o j ∈ {1, 2, 3}. A procura por




















Seja wi,t o sala´rio nominal auferido por um trabalhador qualificado na regia˜o i no
instante t. Uma empresa a operar em i que produza uma quantidade de xi,t tem um
custo fixo de wi,t e um custo varia´vel de w
A
t βxi,t. Com w
A
t = 1, a func¸a˜o custo total de
produc¸a˜o e´ dada por
CTi,t(xi,t) = wi,t + w
A
t βxi,t
= wi,t + βxi,t. (2.7)
E´ precisamente na func¸a˜o custo de produc¸a˜o que as diferenc¸as entre os modelos CP e FE
se fazem notar: enquanto no primeiro o trabalho mo´vel entra na produc¸a˜o tanto como
uma componente de custo fixo como varia´vel, no u´ltimo o trabalho mo´vel e´ empregue
na produc¸a˜o de bens industriais como um custo fixo e o imo´vel como um custo varia´vel,
o que reduz substancialmente a complexidade do modelo.3
Com a venda a um prec¸o local de pi,t, a empresa especializada numa determinada
variedade ativa em i obte´m uma receita de pi,txi,t. Resultante da diferenc¸a entre os seus
proveitos e os seus custos, o excedente econo´mico de um produtor e´
3Para ale´m da convenieˆncia anal´ıtica, Forslid e Ottaviano (2003) justificam esta assunc¸a˜o pela
frequente inclusa˜o nos custos fixos de atividades de I&D ou outras que exigem elevadas competeˆncias.
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pii,t = pi,txi,t − wAt βxi,t − wi,t
= (pi,t − β)xi,t − wi,t. (2.8)
Cada produtor maximiza (2.8) tendo por base a elasticidade-prec¸o da procura per-
cebida de σ. A estrate´gia o´tima passa por fixar um prec¸o proporcional a uma mark-up
sobre o custo marginal β, que e´ independente das estrate´gias de prec¸os das empresas







⇔ p = σβ
σ − 1 . (2.9)
Observa-se, por certo, que σ > 1 garante um prec¸o que excede o custo marginal,
tanto mais quanto menos ela´stica a procura. Note-se que (2.9) difere do modelo CP ori-
ginal ao na˜o depender da remunerac¸a˜o do trabalho qualificado, mas sim do vencimento
atribu´ıdo a um trabalhador na˜o qualificado, sendo a uniformizac¸a˜o deste vencimento
entre as regio˜es premissa necessa´ria a` solvabilidade do modelo FE (Gaspar et al., 2013).
2.2 Equil´ıbrio geral de curto-prazo
Um equil´ıbrio geral de curto-prazo define-se, no instante t, como uma dada distribuic¸a˜o
espacial dos trabalhadores qualificados entre as treˆs regio˜es, correspondendo a um vetor
exo´geno de percentagens (λ1,t, λ2,t, λ3,t). Este estado caracteriza-se pela compensac¸a˜o
em todos os mercados, assistindo-se, simultaneamente, a` igualdade entre a oferta e a
procura nos mercados agr´ıcola, industrial e laboral. Consequentemente, o equil´ıbrio no
mercado do produto estabelece o encontro entre a quantidade oferecida e a quantidade
procurada de cada variedade, ditando a igualdade
xi,t = di,t. (2.10)
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A maximizac¸a˜o dos lucros de uma empresa de acordo com a func¸a˜o procura expressa
em (2.6) permite apurar a quantidade e o prec¸o que vigoram no mercado em equil´ıbrio.
De (2.8) e (2.9) vem que o lucro econo´mico por variedade/empresa na regia˜o i pode ser
apresentado como o quociente entre o valor das vendas e σ, pois
pii,t = pxi,t − βxi,t = β




Seja µYt a despesa que e´ realizada no consumo do bem compo´sito industrial nas treˆs
regio˜es. A frac¸a˜o do lucro total que corresponde ao setor industrial e´, por conseguinte,
µYt/σ. Posto isto, o rendimento total da economia obte´m-se pela adic¸a˜o do contributo
do setor agr´ıcola, que concerne ao sala´rio auferido pelos trabalhadores na˜o qualificados,
visto os proveitos do setor compensarem, na exata medida, os seus custos. Em nu´mero
L e remunerados a wAt = 1, tem-se Yt = L+ µYt/σ, de tal modo que o produto e´
Yt =
σL
σ − µ. (2.12)
Recorrendo a (2.12), o lucro que respeita aos trabalhadores qualificados vem, assim,
dado por µL/(σ−µ).4 Incorporando (2.3)-(2.12) em (2.11), vem que o lucro de equil´ıbrio



































O modelo assume que na˜o existem barreiras a` entrada ou sa´ıda, pelo que, enquanto o
lucro for positivo, novas empresas sera˜o instigadas a entrar no mercado, produzindo uma
4Recuperando a condic¸a˜o de na˜o especializac¸a˜o, a desigualdade (1 − µ)Y > 2L3 pode ser reescrita
como 2µ+ σ − 3µσ > 0 Do mesmo modo, a condic¸a˜o necessa´ria (1− µ)Yt > L3 torna-se equivalente a
µ+ 2σ − 3µσ > 0.
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variedade distinta das restantes, enquanto a reduc¸a˜o dos lucros determinada pela inten-
sificac¸a˜o da concorreˆncia levara´ outras a abandona´-lo. Efetivamente, o que a condic¸a˜o
de livre entrada estabelece e´ que, em equil´ıbrio, sa˜o nulos os lucros operacionais e, por-
tanto, a produc¸a˜o sera´ tal que compensem exatamente os custos fixos pagos em termos
de trabalho qualificado:
pii,t = wi,t. (2.14)
Dessarte, o rendimento nominal da regia˜o i, coincidente com a soma dos rendimentos





Fazendo λ3,t = 1 − λ1,t − λ2,t, e´ poss´ıvel definir implicitamente a percentagem de
populac¸a˜o qualificada na regia˜o 3 como func¸a˜o das regio˜es 1 e 2. Recorrendo a`s equac¸o˜es



















com i, j ∈ {1, 2} e j 6= i. Enta˜o, s3,t = 1− s1,t − s2,t.
Um trabalhador qualificado residente na regia˜o i dispo˜e, no per´ıodo t, de uma re-
munerac¸a˜o wi,t destinada ao consumo do bem agr´ıcola e dos bens industriais, dados os
prec¸os a cada momento. Pore´m, para que possa comparar as quantidades consumidas
ao longo do tempo perante alterac¸o˜es dos prec¸os, necessita de incorporar o efeito da
inflac¸a˜o nas suas deciso˜es de consumo. Este processo e´ feito pela deflac¸a˜o do sala´rio
nominal wi,t de acordo com o ı´ndice de prec¸os Pi,t, fornecendo uma medida da sua










O abandono da estaticidade do modelo pela considerac¸a˜o do tempo permite perceber
de que forma se processa a convergeˆncia para um determinado equil´ıbrio, operada pela
migrac¸a˜o dos trabalhadores em resposta a incentivos econo´micos. A sua movimentac¸a˜o
entre as regio˜es implica na˜o so´ alterac¸o˜es na dimensa˜o dos mercados do produto e
trabalho, como se repercute igualmente sobre os restantes agentes econo´micos, pois
quando alguns trabalhadores decidem migrar, as suas deslocac¸o˜es afetam o bem-
estar daqueles que na˜o se movem. De facto, a sua migrac¸a˜o pode inclusive mudar
a atratividade de ambas as regio˜es, partida e chegada. Estes efeitos teˆm a na-
tureza de externalidades pecunia´rias porque os trabalhadores na˜o as consideram
quando tomam as suas deciso˜es. Ademais, estas externalidades assumem parti-
cular importaˆncia em mercados imperfeitamente concorrenciais, onde os prec¸os
diminuem para refletir o efetivo valor social das deciso˜es individuais. (Fujita e
Thisse, 2009, p. 113, traduc¸a˜o livre)
O presente cap´ıtulo introduz a dinaˆmica proposta por Commendatore et al. (2015b).
A secc¸a˜o 3.1 enuncia os mecanismos de aglomerac¸a˜o e dispersa˜o que justificam a
formac¸a˜o de uma determinada distribuic¸a˜o, no longo prazo, de trabalho qualificado en-
tre as regio˜es, em func¸a˜o do papel determinante que assumem os custos de transporte
nos modelos centro-periferia. Na secc¸a˜o 3.2 revela-se a dita lei de migrac¸a˜o, desen-
cadeadora do desenquadrado comportamento das soluc¸o˜es a` realidade, dando-se conta
deste quando observado. Os principais resultados apresentam-se nas secc¸o˜es 3.3-3.5.
Auxilia-se o estudo qualitativo enta˜o operado pela representac¸a˜o gra´fica das func¸o˜es
que concorrem para a sua determinac¸a˜o, por recurso ao software MATLAB/Octave.
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3.1 Equil´ıbrio de longo-prazo
A cieˆncia econo´mica faz uso de modelos econo´micos, muito embora com pressupostos
simplificadores e frequentemente criticados pelo seu irrealismo, que visam prever o com-
portamento econo´mico futuro. Em particular, os modelos de NEG procuram explicar,
por recurso a mecanismos de aglomerac¸a˜o e dispersa˜o, como se distribui, no longo prazo,
a atividade econo´mica entre regio˜es que se assumem a priori ideˆnticas.
A passagem de um equil´ıbrio de curto-prazo em t para o instante t+ 1 ocorre pelo
assentimento de uma mudanc¸a na percentagem de atividade econo´mica industrial na
regia˜o. Esta mudanc¸a e´ ocasionada pela movimentac¸a˜o dos trabalhadores qualificados
em resposta a incentivos econo´micos, pelo que apenas tem lugar quando existe uma
regia˜o de chegada que oferece um maior bem-estar, medido pelo sala´rio real, do que a
regia˜o de partida. Em conformidade, um equil´ıbrio de longo-prazo define-se por uma
distribuic¸a˜o de trabalho qualificado que permanece imuta´vel ao longo do tempo.
A este respeito, e´ pra´tica de grande parte dos autores elucidar acerca do comporta-
mento expecta´vel da economia com base no efeito suscitado por um aumento do nu´mero
de trabalhadores qualificados numa regia˜o i sobre a repartic¸a˜o da atividade econo´mica
industrial entre as regio˜es. De entre as forc¸as de aglomerac¸a˜o destacam-se os ja´ referi-
dos efeitos market size e cost-of-living1. Quanto ao primeiro, comece por notar-se que
o acre´scimo do fator trabalho provoca um aumento da despesa local que, em termos do
modelo, se reflete em si, dada por (2.16). Por sua vez, a maior dimensa˜o do mercado
expressa-se na oferta de uma remunerac¸a˜o wi superior, por (2.14) igual a pii,t, o que
atrai a instalac¸a˜o de novas empresas na regia˜o. Ora, a produc¸a˜o de mais variedades em
i implica uma menor importac¸a˜o de bens industriais. Por na˜o serem os bens alvo de
importac¸o˜es, o seu prec¸o na˜o esta´ sujeito a` imposic¸a˜o de um custo de transporte, o que
se traduz num ı´ndice de prec¸os regional Pi,t mais baixo, como se verifica em (2.4), e,
consequentemente, num maior poder de compra. Sobe, por isso, ωi, definido por (2.17).
Mais trabalhadores sera˜o, isto posto, incentivados a migrar para a regia˜o i, com o se-
1Em portugueˆs ter-se-ia ‘efeito dimensa˜o do mercado’ e ‘efeito custo de vida’ ou ‘´ındice de prec¸os’.
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gundo dos efeitos a robustecer o primeiro. Como mecanismo que favorece a dispersa˜o,
tem-se a intensificac¸a˜o da concorreˆncia na regia˜o, o designado market crowding effect2.
O aumento do nu´mero de empresas a operar em i implica uma menor procura por
variedade, menores lucros, menores sala´rios e, portanto, menos incentivos a` migrac¸a˜o.
Mas se as forc¸as expostas ate´ enta˜o atuam em sentido contra´rio, como de-
terminar quais prevalecem num determinado momento?
A resposta a esta questa˜o depende dos custos de transporte T ou, se se quiser, do grau de
integrac¸a˜o econo´mica φ existente nesse momento, da´ı que, em toda a ana´lise procedente,
se fac¸am variar persistentemente os valores deste paraˆmetro perante a constaˆncia de
µ, σ e γ, por recurso a simulac¸a˜o nume´rica. A literatura centro-periferia designa por
pontos de rutura e sustentac¸a˜o os n´ıveis de T a partir dos quais, respetivamente, a
dispersa˜o sime´trica se torna insta´vel e a aglomerac¸a˜o se torna sustenta´vel. Em face de
custos de transporte suficientemente elevados, incorporados no modelo por montantes
de φ mais reduzidos, predomina sobre os restantes o efeito concorreˆncia, conduzindo a`
dispersa˜o da atividade econo´mica industrial entre as treˆs regio˜es. Como equil´ıbrio de
longo-prazo tem-se, neste caso, a dispersa˜o sime´trica. Todavia, espera-se que a abertura
dos mercados elimine totalmente as barreiras a` troca, incluindo os custos de transac¸a˜o,
levando a` equalizac¸a˜o dos prec¸os e fatores produtivos entre regio˜es. Este e´, contudo,
um processo gradual que torna, progressivamente, menos relevante a localizac¸a˜o dos
concorrentes. O enfraquecimento do efeito da concorreˆncia faz prevalecer os mecanismos
de aglomerac¸a˜o, dando forma a uma estrutura centro-periferia, na qual a atividade
econo´mica se concentra por inteiro numa das regio˜es. Desta forma, referem Fujita e
Thisse (2009), os produtores sa˜o capazes de explorar os rendimentos crescentes a` escala
ao vender mais bens no mercado de maior dimensa˜o, sem perder muita da quota de
mercado no de menor. Acrescentam estes autores que, para valores interme´dios dos
custos de transporte, podem coexistir com os tradicionais os equil´ıbrios assime´tricos,
assinalando a dependeˆncia dos modelos centro-periferia face a`s condic¸o˜es iniciais.
2A traduc¸a˜o sugere ‘efeito congestionamento’.
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3.2 Lei de migrac¸a˜o
A` imagem de Krugman (1991), Commendatore et al. (2015b) assumem que os traba-
lhadores sa˜o mı´opes, no sentido em que subordinam a sua localizac¸a˜o no instante t+ 1
a` maximizac¸a˜o do bem-estar mensurado pela utilidade indireta corrente, i.e, o sala´rio
real auferido no per´ıodo t, ignorando o futuro. Aditivamente, baseiam-se na dinaˆmica
do replicador, amplamente usada em Teoria dos Jogos, para formular uma hipo´tese que
faz depender a migrac¸a˜o dos trabalhadores qualificados da comparac¸a˜o entre o sala´rio
real ganho na regia˜o de resideˆncia em t e a me´dia ponderada dos sala´rios em todas as
regio˜es. Esta comparac¸a˜o toma a forma de uma diferenc¸a expressa em termos relativos.











onde γ > 0 representa a velocidade de migrac¸a˜o.
Ante (3.1) suponha-se o caso em que ωi,t−ωt < 0, com ωt representativo do sala´rio
me´dio real. Havera´, portanto, um incentivo a` sa´ıda trabalhadores qualificados da regia˜o
i. Pode ocorrer que esta diferenc¸a seja expressiva a ponto de Mi,t < 0, o que traduz uma
percentagem de trabalho qualificado negativa na regia˜o nesse per´ıodo. Ora, no contexto
do modelo tal na˜o e´ pass´ıvel de suceder. Um problema de natureza ideˆntica coloca-se
perante Mi,t > 1. Em ordem a formular o sistema dinaˆmico e´ forc¸osa, por conseguinte,
a imposic¸a˜o de restric¸o˜es que se destinam a assegurar 0 ≤ λi,t+1 ≤ 1,∀i ∈ {1, 2, 3}. A
dinaˆmica de migrac¸a˜o vem, assim, descrita pelas seguintes func¸o˜es divididas em ramos:
λ1,t+1 = Z1(λ1,t, λ2,t) =

0 se M1,t < 0
M1,t se 0 ≤M1,t ≤ 1
1 se M1,t > 1
, (3.2)
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λ2,t+1 = Z2(λ1,t, λ2,t) =

0 se M2,t < 0
M2,t se 0 ≤M2,t ≤ 1
1 se M2,t > 1
. (3.3)
Sendo λ3,t+1 residual relativamente a λ1,t+1 e λ2,t+1, tem-se
λ3,t+1 = Z3(λ1,t, λ2,t) =

0 se 1−M1,t −M2,t < 0
1−M1,t −M2,t se 0 ≤ 1−M1,t −M2,t ≤ 1
1 se 1−M1,t −M2,t > 1
. (3.4)
Tendo presente a exigeˆncia de se verificarem, em simultaˆneo, as condic¸o˜es impostas
por (3.2)-(3.4), justifica-se alguma interpretac¸a˜o das combinac¸o˜es que das restric¸o˜es
possam surgir aquando da resoluc¸a˜o do modelo. Treˆs casos lanc¸am-se a debate, um
deles na˜o carecendo de explicac¸o˜es adicionais: Mi,t ≤ 0 fixa λi,t+1 = 0. Os restantes
dois subdividem-se em duas ocorreˆncias particulares, de modo que:
1. Se Mi,t, Mj,t > 0, assiste-se, no final do instante t, a` migrac¸a˜o de ma˜o-de-obra
qualificada para as regio˜es i e j, onde:
(a) λi,t+1 corresponde a Mi,t, livre de restric¸o˜es, se e so´ se Mi,t + Mj,t < 1, tal
implicando M3,t = 1 −Mi,t −Mj,t > 0. Quer isto dizer que, neste caso em
particular, existe ma˜o-de-obra qualificada nas treˆs regio˜es;
(b) Mi,t +Mj,t ≥ 1 implica, pelo contra´rio, uma regia˜o 3 destitu´ıda de setor in-
dustrial e uma percentagem λi,t+1 que deixa de se reger livremente por Mi,t,
por forma a garantir λi,t+1 + λj,t+1 = 1. Commendatore et al. (2015b) asse-
guram esta eventualidade ao dividir (3.1) por Mi,t +Mj,t, automaticamente
garantindo λi,t+1 ∈ [0, 1].
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2. Se Mi,t > 0 e Mj,t ≤ 0, assiste-se, no final do instante t, a` entrada de trabalhadores
qualificados na regia˜o i e sa´ıda da regia˜o j, dependendo λ3,t+1 da posic¸a˜o de
Mi,t +Mj,t relativamente a` unidade:
(a) Mi,t + Mj,t < 1 (M3,t > 0) regista um aumento da atividade industrial
na regia˜o 3. Em consequeˆncia, na determinac¸a˜o de λi,t+1 e´ imperativo o
impacto de ω3,t > ωt e, em particular, a relac¸a˜o entre ωi,t e ω3,t, nas deciso˜es
de migrac¸a˜o dos agentes. A soluc¸a˜o encontrada por Commendatore et al.
(2015b) passa, aqui, por dividir (3.1) por (1 −Mj,t) > 1, de onde resulta
0 ≤Mi,t/(1−Mj,t) ≤ 1;
(b) Mi,t + Mj,t ≥ 1 (M3,t < 0) e´ de mais simples intuic¸a˜o, na medida em que
a sa´ıda de trabalhadores das regio˜es j e 3 conduz a` aglomerac¸a˜o total da
produc¸a˜o industrial em i, perfazendo λi,t+1 = 1.
Estas combinac¸o˜es determinam uma dinaˆmica de migrac¸a˜o, definida em termos das
varia´veis λ1,t e λ2,t, que corresponde a uma aplicac¸a˜o bidimensional
Z : (λ1, λ2)→ (Z1(λ1, λ2), Z2(λ1, λ2)),
dada por
λi,t+1 = Zi,t(λ1,t, λ2,t) =

0 se Mi,t ≤ 0
Mi,t se Mi,t > 0, Mj,t > 0, Mi,t +Mj,t < 1
Mi,t
Mi,t +Mj,t
se Mi,t > 0, Mj,t > 0,Mi,t +Mj,t ≥ 1
Mi,t
1−Mj,t se Mi,t > 0, Mj,t ≤ 0,Mi,t +Mj,t < 1
1 se Mi,t > 0, Mj,t ≤ 0,Mi,t +Mj,t ≥ 1
, (3.5)
com i, j ∈ {1, 2} e j 6= i.
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A equac¸a˜o (3.1) pode ser reescrita, seguindo Commendatore et al. (2015b), como



















































































































Lema 3.2.1 (Commendatore et al., 2015b, p. 68). A func¸a˜o de ajustamento Z goza
das seguintes propriedades:
1. Sime´trica relativamente ao plano (λ1, λ2), i.e., em relac¸a˜o a` linha reta L1 : {λ1 =
λ2} : Z1(λ1, λ2) = Z2(λ2, λ1) e Z2(λ1, λ2) = Z1(λ2, λ1).
2. Qualquer conjunto invariante A de Z ou e´ sime´trico em relac¸a˜o a L1, ou existe
outro conjunto invariante sime´trico a A em relac¸a˜o a L1.
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A simetria exibida e´ uma importante propriedade da dinaˆmica descrita por Z. Ade-
mais, e´ instrutivo notar que o modelo completo com treˆs regio˜es como tem vindo a ser
descrito assenta num mais simples: o modelo que contempla apenas duas regio˜es. Assim
que, por imposic¸a˜o de uma das restric¸o˜es que constam do sistema dinaˆmico em (3.5),
uma das percentagens de atividade industrial seja zero no instante t, esta permanecera´
nula em todas as iterac¸o˜es seguintes (Commendatore e Kubin, 2013). Somente duas
das treˆs regio˜es usufruem, por isso, de setor industrial. Trata-se de uma consequeˆncia
de se considerar que uma regia˜o onde, no per´ıodo t, na˜o existe setor industrial na˜o ira´
atrair, em t+ 1, trabalho qualificado, de onde se declara que:
Proposic¸a˜o 3.2.1 (Commendatore et al., 2015b, pp. 68 e 71). Sa˜o espac¸os invariantes
para a dinaˆmica descrita por Z os segmentos de reta
(a) correspondentes a`s medianas do triaˆngulo R:
L1 : {λ1 = λ2}, para 0 ≤ λ1, λ2 ≤ 1/2;
L2 : {λ1 = λ3} ⇔ {λ2 = 1− 2λ1}, para 0 ≤ λ1 ≤ 1/2, 0 ≤ λ2 ≤ 1;






, para 0 ≤ λ1 ≤ 1, 0 ≤ λ2 ≤ 1/2.
(b) correspondentes a`s arestas do triaˆngulo R:
{λ1 = 0}, {λ2 = 0} e {λ1 + λ2 = 1}, para 0 ≤ λ1, λ2 ≤ 1.
Observac¸a˜o 3.2.1. Atendendo a` simetria do problema, para λ ∈ [0, 1/2], tem-se L1 :
{λ1 = λ2 ≡ λ}; L2 : {λ1 = λ3 ≡ λ}; e L3 : {λ2 = λ3 ≡ λ}.
A dificuldade associada a` resoluc¸a˜o do sistema de equac¸o˜es a`s diferenc¸as dado por
(3.5) abre caminho ao estudo qualitativo, complementado por simulac¸a˜o nume´rica, da
dinaˆmica de migrac¸a˜o imposta por Z. A determinac¸a˜o dos pontos fixos e ana´lise a` sua
estabilidade permite descrever o comportamento de longo prazo da soluc¸a˜o, i.e., o que
acontece conforme t→∞, ainda que esta na˜o seja exatamente conhecida. As definic¸o˜es
a que se recorre na exposic¸a˜o dos conceitos sequentes teˆm por base Zhang (2006).
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(a) Medianas do triaˆngulo R.
(b) Arestas do triaˆngulo R.
Figura 3.1: Espac¸os invariantes de Z.
As linhas a tracejado identificam, em (a), as medianas do triaˆngulo R, onde duas das regio˜es exibem
uma mesma percentagem de ma˜o-de-obra qualificada λ (regio˜es ideˆnticas). A percentagem de traba-
lhadores qualificados na terceira regia˜o iguala 1 − 2λ (regia˜o diferente). Nas linhas a trac¸o cheio em
(b), apenas duas das treˆs regio˜es usufruem de atividade industrial. Os c´ırculos a preto indicam os
pontos fixos que adve´m da pro´pria configurac¸a˜o do modelo e, portanto, independentes dos paraˆmetros.
25
Seja z : λ → z(λ) a aplicac¸a˜o unidimensional que corresponde a` restric¸a˜o de Z
aos espac¸os invariantes. A percentagem de trabalho qualificado na regia˜o i em cada
instante t e´ obtida pela resoluc¸a˜o da equac¸a˜o a`s diferenc¸as λt+1 = z(λt). A soluc¸a˜o
desta equac¸a˜o e´ uma func¸a˜o z : N0 → [0, 1] que a cada momento de tempo t ∈ N0
associa um estado λt. Corresponde, portanto, a uma sequeˆncia de estados {λt}∞t=0. A
sua determinac¸a˜o num determinado instante do tempo t requer a resoluc¸a˜o do problema
de valor inicial, exigindo a satisfac¸a˜o, por parte da soluc¸a˜o, de certas condic¸o˜es iniciais
do tipo z0 = λ0. Dada uma condic¸a˜o inicial λ0, e´ poss´ıvel determinar a trajeto´ria ou
o´rbita deste ponto, i.e., o conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o da equac¸a˜o a`s
diferenc¸as no espac¸o de fase que se inicia no ponto de condic¸a˜o inicial λ0.
Definic¸a˜o 3.2.1. Seja λ0 uma condic¸a˜o inicial em t = 0. A o´rbita de λ0 por z e´ o
conjunto de todas as iterac¸o˜es, aplicando sucessivamente a func¸a˜o z a` condic¸a˜o inicial
λ0, ou seja, {λ0, z(λ0), z2(λ0), z3(λ0), · · · , zt(λ0)}.
Observac¸a˜o 3.2.2. Uma soluc¸a˜o da equac¸a˜o a`s diferenc¸as λt+1 = z(λt) e´ representada
pelo gra´fico de t 7→ z(λt), ou seja, e´ um conjunto de pontos da forma (t, z(λt)).
Definic¸a˜o 3.2.2. Um estado λ∗ e´ um ponto de equil´ıbrio ou steady-state de z se na˜o
se altera com o tempo, isto e´, se e´ um ponto fixo de z(λ), verificando z(λ∗) = λ∗.
Observac¸a˜o 3.2.3. Uma soluc¸a˜o que comece num ponto de equil´ıbrio mante´m-se nesse
ponto para todos os instantes do tempo considerados, tal que zt(λ∗) = λ∗, ∀t.
Definic¸a˜o 3.2.3. Um estado λ e´ um ponto perio´dico de per´ıodo k de z se k e´ o menor
nu´mero natural que verifica zk(λ) = λ.
Observac¸a˜o 3.2.4. Um ponto de equil´ıbrio e´ um ponto perio´dico de per´ıodo um. Pore´m,
um ponto perio´dico de per´ıodo k > 1 na˜o e´ um ponto de equil´ıbrio do sistema.
Definic¸a˜o 3.2.4. (a) Um ponto de equil´ıbrio λ∗ diz-se esta´vel se trajeto´rias com
in´ıcio perto (a uma distaˆncia menor que δ) na˜o se afastam muito de λ∗, ou seja,
∀ε > 0 ∃ δ > 0 : d(λ0, λ∗) < δ ⇒ d(z(t, λ0), λ∗) < ε.
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(b) Um ponto de equil´ıbrio diz-se localmente assintoticamente esta´vel ou um atrator
local se e´ esta´vel e, quando t → ∞, todas as trajeto´rias que comec¸am perto se
aproximam dele, ou seja,
∃ δ > 0 : d(λ0, λ∗) < δ ⇒ lim
t→+∞
z(t, λ0) = λ
∗.
(c) Um ponto de equil´ıbrio diz-se globalmente esta´vel se as condic¸o˜es (a) e (b) se
verificam para todos os pontos do espac¸o de fase.
(d) Um ponto de equil´ıbrio diz-se insta´vel ou um repulsor se na˜o e´ esta´vel.
O estudo da estabilidade dos pontos de equil´ıbrio e o comportamento local das
soluc¸o˜es perto deles e´ auxiliado pelo Teorema da Estabilidade Local, que estabelece
Teorema 3.2.1 (Teorema da Estabilidade Local). Seja Z uma func¸a˜o diferencia´vel e
o estado (λ∗1, λ
∗
2) um ponto fixo do sistema (3.5). Enta˜o,
1. O ponto de equil´ıbrio e´ localmente assintoticamente esta´vel se os valores pro´prios
da matriz jacobiana de Z em (λ∗1, λ
∗
2) se encontram dentro do c´ırculo unita´rio.
2. O ponto de equil´ıbrio e´ insta´vel se pelo menos um dos valores pro´prios se encontra
fora do c´ırculo unita´rio.
3. O Teorema da Estabilidade Local nada permite concluir caso a matriz jacobiana
de Z em (λ∗1, λ
∗
2) tenha valores pro´prios de norma 1. Nesse caso, o ponto de
equil´ıbrio diz-se na˜o hiperbo´lico.
Observac¸a˜o 3.2.5. Seja λ∗ um ponto de equil´ıbrio de λt+1 = z(λt). Averiguar a sua
estabilidade e´ equivalente a saber se |z′(λ∗)| < 1. Assim,
1. O estado λ∗ e´ localmente assintoticamente esta´vel se z′(λ∗) ∈ ]− 1, 1[.
(a) A convergeˆncia para o equil´ıbrio e´ mono´tona se 0 ≤ z′(λ∗) < 1;
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(b) A convergeˆncia para o equil´ıbrio e´ oscilato´ria se −1 < z′(λ∗) < 0.
2. O estado λ∗ e´ insta´vel se z′(λ∗) /∈ ]− 1, 1[.
(a) A divergeˆncia face ao equil´ıbrio e´ mono´tona se z′(λ∗) > 1;
(b) A divergeˆncia face ao equil´ıbrio e´ oscilato´ria se z′(λ∗) < −1.
Encontrando-nos num dos espac¸os invariantes, as varia´veis que concorrem para a
determinac¸a˜o de (3.6) passam a depender unicamente de λt, tal concedendo a possibi-
lidade de ilustrar o funcionamento geral do modelo em func¸a˜o dos paraˆmetros µ, σ, γ
e, em particular, φ, por meio da sua representac¸a˜o gra´fica.
3.3 Duas regio˜es ideˆnticas
Seja λi = λk ≡ λ a percentagem de trabalhadores qualificados nas regio˜es ideˆnticas i
e k. A percentagem de trabalhadores qualificados na regia˜o j e´ obtida pela diferenc¸a
1−λi−λk ≡ 1−2λ. Atendendo a` simetria apresentada, podemos retirar concluso˜es que
se estendem, por permutac¸a˜o das regio˜es, a qualquer uma das medianas do triaˆngulo
R. Comece por reescrever-se ∆i,t e ∆j,t como
∆i,t = λt + φ(1− λt), ∆j,t = 1− 2λt(1− φ). (3.7)
A Figura 3.2 representa graficamente (3.7) para diferentes valores de φ, tomando
por refereˆncia3 µ = 0.45 e σ = 2.5. Sendo φ positivo e inferior a` unidade, a reta ∆i tem
declive positivo, pelo que incrementos na percentagem de trabalhadores qualificados
na regia˜o i conduzem a um aumento do n´ıvel de ∆i, o mesmo sendo verdade para k.
Sabe-se tambe´m que, para um dado λ, ∆i e´ tanto maior quanto maior φ. Se entendida
como a apreciac¸a˜o que e´ feita por um produtor ativo na regia˜o i aos mercados dome´stico
3Estes valores dos paraˆmetros sa˜o frequentemente referidos por Commendatore et al. (2015b) na
exposic¸a˜o de representac¸o˜es gra´ficas.
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e exterior, podemos concluir que o u´ltimo e´ favorecido pela integrac¸a˜o dos mercados,
na medida em que a diminuic¸a˜o dos prec¸os a que os consumidores residentes em j
teˆm acesso a uma variedade produzida em i incentiva, para um determinado n´ıvel de
rendimento, a compra em maior quantidade, beneficiando o excedente do exportador.
Por sua vez, ∆j e´ negativamente inclinada, pore´m relaciona-se positivamente com φ.
Enta˜o, aumentos da ma˜o-de-obra qualificada nas regio˜es ideˆnticas, assumindo φ cons-
tante, causam uma reduc¸a˜o no seu n´ıvel. Na˜o obstante, para um dado λ, quanto maior
φ, maior o potencial que um produtor ativo na regia˜o j atribui ao mercado das regio˜es
ideˆnticas. E´ fa´cil verificar que na auseˆncia de trabalho qualificado nas regio˜es ideˆnticas
(λ = 0), havendo aglomerac¸a˜o total da indu´stria na regia˜o diferente j, ∆j = 1. Neste
caso, um produtor da regia˜o j veˆ nas regio˜es ideˆnticas um mercado a explorar, por
nelas na˜o enfrentar qualquer concorreˆncia de outros produtores. Ja´ quando a indu´stria
se reparte equitativamente entre as regio˜es ideˆnticas (λ = 1/2), ∆i assume o seu valor
ma´ximo, enquanto ∆j e´ mı´nimo e nulo.
A percentagem de despesa total que e´ efetuada na regia˜o i e´ igual a` percentagem













sj,t = 1− 2si,t.
Proposic¸a˜o 3.3.1. Sendo as regio˜es uniformemente dotadas de trabalhadores agr´ıcolas,
imo´veis entre elas, e estando os trabalhadores qualificados igualmente distribu´ıdos ao
longo do espac¸o (λ = 1/3), cada regia˜o contribui para uma terc¸a parte da despesa total
que e´ realizada na economia, isto e´, si(1/3) = 1/3, ∀i ∈ {1, 2, 3}, com φ ∈ (0, 1].
Demonstrac¸a˜o. Por substituic¸a˜o direta em si,t(λt), mediante (3.8).
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Figura 3.2: Representac¸a˜o gra´fica de ∆i,t e ∆j,t para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra a` esquerda (direita)
a varia´vel ∆i,t (∆j,t), dada por (3.7). Salienta-se que a exportac¸a˜o e´ incentivada pela tendeˆncia de
reduc¸a˜o progressiva de T , conducente a uma maior integrac¸a˜o econo´mica entre os treˆs mercados.
Figura 3.3: Representac¸a˜o gra´fica de si,t para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra, de acordo com (3.8), a
evoluc¸a˜o da quota-parte da despesa total que e´ realizada na regia˜o i, correspondendo a um terc¸o de Yt
quando a ma˜o-de-obra qualificada se encontra uniformemente distribu´ıda entre as regio˜es. Destaca-se
a aproximac¸a˜o a uma func¸a˜o linear da func¸a˜o si,t perante o feno´meno de liberalizac¸a˜o comercial.
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No intervalo de λ considerado, si,t, dada por (3.8), apresenta duas fases de cres-
cimento distintas: e´ coˆncava para λ ∈ [0, 1/3] e convexa no intervalo remanescente.
Observe-se a Figura 3.3. Para valores de λ inferiores a 1/3, a frac¸a˜o da despesa total
realizada na regia˜o e´, portanto, crescente com a ma˜o-de-obra qualificada, mas a ritmos
cada vez menores, ao passo que, para valores tendentes a 1/2, a despesa aumenta a ta-
xas crescentes. Ou seja, quando as regio˜es ideˆnticas concentram um menor nu´mero de
trabalhadores qualificados, os efeitos de aglomerac¸a˜o sa˜o menos intensos do que quando
duas das regio˜es teˆm maior populac¸a˜o do que uma terceira. Conclui-se, enta˜o, que e´
diferente ter-se uma economia composta por duas regio˜es (iguais) grandes e uma pe-
quena ou terem-se duas regio˜es (iguais) pequenas e uma grande. Note-se, ainda, que
a reduc¸a˜o progressiva dos custos de transporte (aumento de φ) desacentua a curva da
func¸a˜o s, aproximando-a de uma reta. A tendeˆncia de liberalizac¸a˜o comercial conduz,
por isso, a aumentos na despesa menos varia´veis, logo, mais previs´ıveis.
A despesa que e´ realizada na regia˜o esta´ intimamente ligada ao rendimento que nela
e´ obtido e, por conseguinte, ao poder de compra dos consumidores que nela residem. O
sala´rio me´dio real ωt resulta da ponderac¸a˜o do sala´rio real oferecido em cada uma das
regio˜es pela percentagem de trabalhadores qualificados existente em cada uma delas no





No caso de duas regio˜es ideˆnticas, o sala´rio real ωt tal como definido acima emana
da soma de duas parcelas: a primeira corresponde ao sala´rio real nas regio˜es ideˆnticas i
e k, com ωi,t = ωk,t; e a segunda ao sala´rio real na regia˜o diferente j, ωj,t. Assim sendo,
esta medida de utilidade indireta vem dada por
ωt = 2λtωi,t + (1− 2λt)ωj,t,






















Para um dado valor de φ, a Figura 3.4 mostra que a entrada de trabalhadores quali-
ficados nas regio˜es ideˆnticas, quando estas teˆm uma menor dimensa˜o por comparac¸a˜o a`
regia˜o diferente (λ < 1/3), provoca um cont´ınuo decre´scimo do sala´rio me´dio real, apenas
interrompido quando se atinge λ = 1/3. Pelo contra´rio, quando o mercado das regio˜es
ideˆnticas tem ja´ uma dimensa˜o superior (λ > 1/3), a tendeˆncia e´ de aumento de ω. Inde-
pendentemente do grau de liberdade comercial, a remunerac¸a˜o me´dia e´: mı´nima quando
a atividade industrial se dissemina equivalentemente entre as treˆs regio˜es; ma´xima com
a concentrac¸a˜o total do setor industrial na regia˜o desigual (λ = 0). Mais se observa
que o aumento de φ, para um dado λ, causa um aumento de n´ıvel do sala´rio me´dio.
Desde logo espera-se que a maior integrac¸a˜o dos mercados propricie aos consumidores
um poder de compra superior, que se repercute proficuamente sobre o bem-estar social.
Figura 3.4: Representac¸a˜o gra´fica de Dt para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra a evoluc¸a˜o do sala´rio me´dio
real ωt, dado por (3.9). A remunerac¸a˜o me´dia e´: crescente com a integrac¸a˜o econo´mica; mı´nima na
dispersa˜o sime´trica do setor industrial entre as treˆs regio˜es; ma´xima na configurac¸a˜o centro-periferia.
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Sejam Ki,t (= Kk,t) e Kj,t os ra´cios, respetivamente, entre o sala´rio real auferido na

































Um valor de Ki < 1 (ωi < ω) traduz uma situac¸a˜o em que um trabalhador qualifi-
cado residente na regia˜o i tem, de acordo com a dinaˆmica imposta em (3.1), incentivo
em sair da regia˜o. Ao inve´s, Ki > 1 (ωi > ω) sugere a oferta de um bem-estar superior
na regia˜o i, atraindo a instalac¸a˜o de novas empresas no local.4
A Figura 3.5 desenha as func¸o˜es Ki,t e Kj,t para valores selecionados de φ conside-
rados reduzidos. Dela se infere o incitamento a` entrada de novas empresas nas regio˜es
ideˆnticas enquanto λ < 1/3, i.e., enquanto as regio˜es i, k abrigam uma percentagem de
populac¸a˜o qualificada inferior a`quela que reside em j. Para λ > 1/3, o ra´cio Kj > 1, pelo
que a regia˜o diferente em termos populacionais oferece uma maior utilidade indireta do
que as restantes, onde a remunerac¸a˜o se iguala. Quer isto dizer que o crescimento do
nu´mero de empresas nas regio˜es ideˆnticas incentiva a deslocalizac¸a˜o da indu´stria para a
regia˜o diferente, um feno´meno justificado pelo efeito negativo da intensificac¸a˜o da con-
correˆncia sobre os lucros dos produtores locais. Note-se ainda que Ki = Kj = Kk = 1
quando λ = 1/3. Enta˜o, quando a populac¸a˜o qualificada se encontra repartida equitati-
vamente entre as treˆs regio˜es, da´-se uma equalizac¸a˜o dos vencimentos em termos reais.
Neste ponto na˜o se verificam, em consequeˆncia, incentivos a` mobilidade entre regio˜es,
caracter´ıstica que atribui a esta distribuic¸a˜o demogra´fica a condic¸a˜o de steady-state.
Recorde-se que montantes crescentes de φ expressam a reduc¸a˜o progressiva dos
custos de transporte T dos bens industriais entre regio˜es, tornando pouco relevante o
local onde estes sa˜o produzidos e, por isso, atuam como uma forc¸a de aglomerac¸a˜o.
4O mesmo tipo de interpretac¸a˜o e´ feita relativamente a` regia˜o k.
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(a) 0.05 ≤ φ ≤ 0.25
(b) 0.3 ≤ φ ≤ 0.5
Figura 3.5: Representac¸a˜o gra´fica de Ki,t e Kj,t para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra, a` esquerda, o ra´cio entre o
sala´rio real auferido por um trabalhador residente em i e a remunerac¸a˜o me´dia da economia, tendo em
conta (3.10). A linha a tracejado preto iguala a unidade, representando, para valores acima (abaixo)
dela, o incentivo em permanecer (sair) na regia˜o, dado que ωi,t e´ superior (inferior) a ωt. A` direita
tem-se o mesmo ra´cio mas em relac¸a˜o a` regia˜o diferente j, este dado por (3.11).
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Desde logo, antecipa-se que a estabilidade desta configurac¸a˜o no longo prazo sera´,
por essa raza˜o, influenciada pelo valor tomado por φ, pelo que se considera perti-
nente ilustrar, em (b), as mesmas varia´veis, todavia para uma selec¸a˜o de valores deste
paraˆmetro superiores aos que constam de (a). Desta feita, Ki e´ inferior a` unidade para
λ < 1/3. Assim sendo, a sa´ıda de ma˜o-de-obra qualificada ativa nas regio˜es ideˆnticas
leva a` concentrac¸a˜o do setor industrial na regia˜o diferente j. A` direita de 1/3, o ra´cio Ki
supera a unidade, motivando a instalac¸a˜o de novas empresas nas regio˜es ideˆnticas. No
limite, testemunha-se a repartic¸a˜o da ma˜o-de-obra qualificada, em frac¸o˜es afins, entre
as regio˜es i, k, desindustrializando j.
Ainda atentos a` Figura 3.5, depreende-se a igualdade Ki = Kk = 1, com Kj 6= 1,
para λ = 1/2 e Kj = 1, com Ki = Kk 6= 1 para λ = 0. Estes estados, em discordaˆncia
do sucedido para λ = 1/3, na˜o manifestam uma equalizac¸a˜o dos sala´rios reais na eco-
nomia, antes derivam da simetria entre as regio˜es ideˆnticas. Assim, quando λ = 1/2, a
percentagem de trabalhadores qualificados em j e´ nula e, como resultado, ω = ωi = ωk.
Para λ = 0, apenas conta para o sala´rio me´dio real a remunerac¸a˜o auferida em j, pelo























A despeito de na˜o ser uma varia´vel usada por Commendatore et al. (2015b) na
sua versa˜o do modelo, o ra´cio entre os sala´rios reais das regio˜es, R, fornece uma com-
parac¸a˜o imediata entre o bem-estar nelas oferecido, afigurando-se u´til a sua repre-
sentac¸a˜o gra´fica. Atendendo a` simetria entre as regio˜es, Rij,t = Rkj,t ≡ R(λt) pode,


























permitindo a representac¸a˜o que consta da Figura 3.6.
Sabe-se que quando a atividade econo´mica industrial se reparte de modo ideˆntico
entre as treˆs regio˜es, os sala´rios oferecidos em cada uma delas igualam-se. Assim sendo, e´
de fa´cil constatac¸a˜o que, independentemente do grau de liberdade comercial, R(1/3) = 1.
Relativamente a` influeˆncia de φ em R(λ), verifica-se, na Figura 3.6a, que para
valores suficientemente reduzidos de φ, se λ ∈ [0, 1/3[ o sala´rio real que vigora nas regio˜es
ideˆnticas i, k supera ωj e, portanto, R(λ) > 1. Como tal, quando nas regio˜es ideˆnticas
operam menos produtores do que na regia˜o diferente, os custos de transporte elevados,
caracter´ısticos de um processo de integrac¸a˜o econo´mica ainda numa fase inicial, aliados
a` menor concorreˆncia sentida, induzem a oferta de um maior sala´rio real, o que levara´
a` sa´ıda de trabalhadores qualificados da regia˜o j. Esta oferta de uma maior utilidade
indireta reflete-se, por um lado, no maior poder de compra dos consumidores, com
uma parte do seu rendimento a ser gasta localmente. A maior procura aumenta, em
consequeˆncia, os lucros dos produtores locais e o rendimento nominal da regia˜o (market
size effect). Por outro lado, a instalac¸a˜o de novas empresas nas regio˜es ideˆnticas,
atra´ıdas pelo bem-estar superior, proporciona aos consumidores novas variedades locais
que, por na˜o serem alvo de importac¸a˜o, esta˜o dispon´ıveis a um prec¸o mais reduzido. O
menor ı´ndice de prec¸os reforc¸a o incentivo a` deslocac¸a˜o de trabalhadores qualificados
para as regio˜es ideˆnticas i, k (cost-of-living effect). Estas ligac¸o˜es atuam no sentido da
aglomerac¸a˜o, contrariando o efeito concorreˆncia, que promove a dispersa˜o da indu´stria.
Para φ suficientemente reduzido, espera-se que o u´ltimo dos efeitos seja mais forte e
reponha a igualdade salarial no longo prazo, o que ocorre para λ = 1/3. De facto,
se λ ∈ ]1/3, 1/2], o ra´cio salarial R(λ) e´ inferior a` unidade, promovendo a sa´ıda de
trabalhadores qualificados da regia˜o i com destino a j, por ser ωj > ωi. Isto posto,
antecipa-se a estabilidade da configurac¸a˜o de dispersa˜o sime´trica λ = 1/3.
Em oposic¸a˜o, para valores de φ suficientemente elevados, sucede o contra´rio: se
λ ∈ [0, 1/3[, tem-se R(λ) < 1; se λ ∈ ]1/3, 1/2], enta˜o R(λ) > 1 (Figura 3.6b). No
primeiro caso, a sa´ıda de trabalhadores das regio˜es i, k aglomera a indu´stria na regia˜o j.
No segundo, a atividade industrial reparte-se equitativamente entre as regio˜es ideˆnticas.
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(a) 0.05 ≤ φ ≤ 0.25 (b) 0.3 ≤ φ ≤ 0.5
Figura 3.6: Representac¸a˜o gra´fica do ra´cio R(λt) para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra o ra´cio entre o sala´rio real
das regio˜es ideˆnticas e o sala´rio real da regia˜o diferente, dado por (3.14). A linha a tracejado preto
separa, acima, as percentagens de trabalho qualificado λ para as quais, dado φ, ωi > ωj . Abaixo desta
linha, e´ maior o bem-estar oferecido na regia˜o diferente por comparac¸a˜o a`s regio˜es ideˆnticas.
A estabilidade dos equil´ıbrios sera´, portanto, afetada pelas considerac¸o˜es feitas ao
longo desta secc¸a˜o e pelo valor do paraˆmetro φ considerado. Dessarte, espera-se que
para esta´gios cada vez mais desenvolvidos do processo de integrac¸a˜o econo´mica se impo-
nha a tendeˆncia de aglomerac¸a˜o, contrariando a inicial dispersa˜o da atividade industrial.
3.3.1 Dinaˆmica nas medianas do triaˆngulo R
A restric¸a˜o do sistema de equac¸o˜es a`s diferenc¸as dado por (3.5) a cada uma das medianas
do triaˆngulo R concede que a dinaˆmica de migrac¸a˜o seja descrita por uma aplicac¸a˜o
unidimensional zd : [0, 1/2]→ [0, 1/2], definida como
zd : λt → zd(λt) =

0 se M(λt) ≤ 0,
M(λt) se 0 < M(λt) < 1/2,
1
2
se M(λt) ≥ 1/2.
(3.15)
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A equac¸a˜o central em (3.15) e´ determinada por (3.7)-(3.11), de onde vem
M(λt) = λt[1 + γ(K(λt)− 1)]. (3.16)
3.3.2 Pontos de equil´ıbrio e estabilidade
De acordo com a Definic¸a˜o 3.2.2, um estado λ∗ ∈ [0, 1/2] e´ um ponto de equil´ıbrio ou
steady-state do sistema (3.15) se na˜o se altera com o tempo, isto e´, se e´ um ponto
fixo de zd(λ), verificando zd(λ
∗) = λ∗. Tratando-se zd(λt) de uma func¸a˜o composta
por ramos, a determinac¸a˜o dos pontos fixos do sistema (3.15) impo˜e a ana´lise, caso a
caso, da dinaˆmica por cada um deles institu´ıda. Sa˜o, portanto, treˆs os casos que se
apresentam de seguida.
Caso 1. M(λt) < 0,∀t ∈ N0
zd(λ
∗) = λ∗ ⇔ λ∗ = 0.
Em termos do sistema (3.5), tal significa a existeˆncia dos pontos fixos:
CP1 : (1, 0, 0), CP2 : (0, 1, 0), CP3 : (0, 0, 1).
Cada ponto CPi corresponde a um ve´rtice do triaˆngulo R e e´ designado de
equil´ıbrio centro-periferia. Se uma o´rbita converge para um destes pontos,
assiste-se a` concentrac¸a˜o do setor industrial numa u´nica regia˜o (1, 2 ou 3).
Caso 2. M(λt) > 1/2, ∀t ∈ N0
zd(λ
∗) = λ∗ ⇔ λ∗ = 1
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Cada ponto Si corresponde a um extremo das medianas do triaˆngulo R e e´
designado de equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial ou equil´ıbrio de simetria entre
duas regio˜es. Se uma o´rbita converge para um destes pontos, assiste-se a`
repartic¸a˜o da atividade econo´mica industrial de forma equitativa entre duas
das treˆs regio˜es (1 e 2; 1 e 3; ou 2 e 3), ficando a terceira despovoada no que
a` ma˜o-de-obra qualificada concerne.
Caso 3. 0 ≤M(λt) ≤ 1/2,∀t ∈ N0
zd(λ
∗) = λ∗ ⇔M(λ∗) = λ∗ ⇔
⇔ λ[1 + γ(K(λ∗)− 1)] = λ⇔
⇔ λ[γ(K(λ∗)− 1)] = 0⇔
⇔ λ∗ = 0 ∨ γ(K(λ∗)− 1) = 0⇔
⇔
γ>0
λ∗ = 0 ∨ K(λ∗) = 1⇔
⇔ λ∗ = 0 ∨ λ∗ ∈ {λt ∈ [0, 1/2] : ωi,t = ωt},
o que, no caso de simetria entre as regio˜es i, k equivale a
ωi,t = 2λ
∗ωi,t + (1− 2λ∗)ωj,t ⇔
⇔ ωi,t(1− 2λ∗) = (1− 2λ∗)ωj,t ⇔
⇔ ωi,t = ωj,t,
traduzindo uma igualdade entre o sala´rio real das treˆs regio˜es. Sabe-se de
antema˜o que, pela configurac¸a˜o do modelo, esta igualdade ocorre para λ∗ = 1/3.














Esta configurac¸a˜o designa-se por equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica. E´ um ponto
fixo interior, por se encontrar dentro do triaˆngulo R, correspondendo a` in-
tersec¸a˜o das suas medianas, e sime´trico, na medida em que as treˆs regio˜es
possuem a mesma percentagem de trabalho qualificado.
Adicionalmente, para certos valores dos paraˆmetros, e´ poss´ıvel encontrar em
Li pontos fixos interiores assime´tricos, Ai e A
′
i, onde duas regio˜es exibem uma
mesma percentagem de atividade industrial, por serem iguais as remunerac¸o˜es
que oferecem, e uma terceira ostenta uma percentagem diferente:
A1 :(λd, λd, 1− 2λd), A′1 :(λ′d, λ′d, 1− 2λ′d);
A2 :(λd, 1− 2λd, λd), A′2 :(λ′d, 1− 2λ′d, λ′d);
A3 :(1− 2λd, λd, λd), A′3 :(1− 2λ′d, λ′d, λ′d).
Observac¸a˜o 3.3.1. Os equil´ıbrios centro-periferia CPi, aglomerac¸a˜o parcial Si e
dispersa˜o sime´trica Ss, diferentemente dos pontos fixos Ai e A
′
i, ocorrem sempre
neste modelo, gozando de independeˆncia face aos paraˆmetros considerados.5
A restric¸a˜o do modelo aos espac¸os invariantes converte o sistema de equac¸o˜es a`s di-
ferenc¸as λi,t+1 = Zi(λi,t, λj,t), dado por (3.5) e dependente de duas varia´veis de estado
6,
em λt+1 = zd(λt), dado por (3.15) e dependente de uma u´nica. Esta restric¸a˜o possibilita
a representac¸a˜o gra´fica da soluc¸a˜o de (3.15) recorrendo ao me´todo geome´trico, onde o
eixo das abcissas corresponde a λt e o eixo das ordenadas a λt+1. Desenhando a reta
bissetriz dos quadrantes ı´mpares e a func¸a˜o zd(λt), que descreve a equac¸a˜o a`s diferenc¸as,
a intersec¸a˜o entre as duas curvas identifica um ponto fixo. Para uma condic¸a˜o inicial
suficientemente pro´xima de um ponto de equil´ıbrio λ∗ e´ poss´ıvel determinar a trajeto´ria
correspondente, projetada no eixo horizontal, o que permite aferir da convergeˆncia ou
divergeˆncia face a λ∗. A Figura 3.7 esboc¸a esta representac¸a˜o, tambe´m designada por
5Para as condic¸o˜es de estabilidade, derivadas analiticamente, destes equil´ıbrios recomenda-se a
leitura de Commendatore e Kubin (2013).
6Com a terceira a ser obtida residualmente a partir das outras duas.
40
diagrama de fase. Distingue-se das Figuras 3.8 e 3.9 por nela na˜o constarem informac¸o˜es
relativamente ao momento do tempo em que os pontos sa˜o atingidos.
As concluso˜es que de seguida se apresentam reportam a` observac¸a˜o das Figuras 3.7,
3.8 e 3.9. Desta feita, as informac¸o˜es retiradas complementam-se no sentido de avaliar
qualitativamente o comportamento das soluc¸o˜es. Dados os valores dos paraˆmetros
(a) µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10, considerou-se: φ = 0.25 como suficientemente
reduzido para fazer valer as forc¸as de dispersa˜o; φ = 0.35 como suficientemente
elevado para relevar as forc¸as de aglomerac¸a˜o sobre as restantes; e φ = 0.1 como
muito reduzido para exibir o comportamento cao´tico das soluc¸o˜es de (3.15).
Conclui-se que
 para φ muito reduzido, quer a trajeto´ria se inicie numa condic¸a˜o inicial a`
esquerda do equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica, quer a` sua direita, verifica-se
um comportamento cao´tico da soluc¸a˜o de (3.15), percet´ıvel nas Figuras 3.8a
e 3.9a, que em termos econo´micos se traduz na movimentac¸a˜o incessante e
desorganizada de trabalhadores entre as regio˜es, na˜o havendo convergeˆncia
para qualquer equil´ıbrio por muito que se estenda o horizonte temporal.
 para φ suficientemente reduzido e uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, 1/3[, denota-se
convergeˆncia para o equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica. Ante 0 < z′d(1/3) < 1,
a aproximac¸a˜o e´ mono´tona, assistindo-se a` entrada de trabalhadores qualifi-
cados nas regio˜es ideˆnticas ate´ se atingir λ∗ = 1/3. A convergeˆncia para este
ponto fixo, dada uma condic¸a˜o inicial a` sua direita, processa-se pela sa´ıda
de trabalhadores qualificados das regio˜es ideˆnticas com destino a` regia˜o dife-
rente, feno´meno que se observa na Figura 3.8b. Por conseguinte, o equil´ıbrio
de aglomerac¸a˜o parcial e´ insta´vel.
Note-se que, para este valor de φ, a func¸a˜o admite um ponto fixo interior
assime´trico: λ∗ = λd < 1/3. Dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]λd, 1/3[, atente-
se na Figura 3.9a. Dela se infere que, dada a aproximac¸a˜o a λ∗ = 1/3, existe
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um afastamento mono´tono face ao equil´ıbrio assime´trico λd. Tal e´ suficiente
para afirmar que este ponto fixo e´ insta´vel, conclusa˜o que se corrobora por
ser z′d(λd) > 1, como se depreende pela observac¸a˜o da Figura 3.7.
No que concerne a` configurac¸a˜o centro-periferia, onde λ∗ = 0, pela Figura
3.7a observa-se que uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, λd[ ira´ divergir monotona-
mente deste equil´ıbrio, aproximando-se de λd. Pontos fixos do tipo CPi sa˜o,
por isso, insta´veis. Assim sendo, λ∗ = 1/3 e´ globalmente esta´vel por ser um
atrator para todo λ0 ∈ ]0, 1/2[.
 para φ suficientemente elevado e uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, 1/3[, afigura-se
um afastamento do equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica. Perante z′d(1/3) > 1, a
divergeˆncia e´ mono´tona, assistindo-se a` sa´ıda de trabalhadores qualificados
das regio˜es ideˆnticas ate´ que, para t > 10, se atinge o equil´ıbrio λ∗ = 0 e a´ı se
permanece indeterminadamente (Figura 3.8a). Quer isto dizer que as regio˜es
ideˆnticas ficam, no longo prazo, despovoadas no que respeita a ma˜o-de-obra
qualificada, concentrando-se esta, por inteiro, na regia˜o diferente. Para uma
condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]1/3, 1/2[, a dinaˆmica converge monotonamente para
λ∗ = 1/2, presenciando-se um aumento da ma˜o-de-obra qualificada nas regio˜es
ideˆnticas ate´ que metade se instale em cada uma delas, ficando, agora, a
regia˜o diferente despovoada desta forc¸a de trabalho (Figura 3.9a). Assim, os
equil´ıbrios centro-periferia e aglomerac¸a˜o parcial sa˜o, neste caso, localmente
assintoticamente esta´veis, enquanto a dispersa˜o sime´trica passa a insta´vel.
(b) µ = 0.3, σ = 1.8 e γ = 20, considerou-se: φ = 0.15 como muito reduzido; φ = 0.21
como suficientemente reduzido; e φ = 0.35 como suficientemente elevado.
Observa-se que
 para φ muito reduzido e uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, 1/3[, observa-se uma
o´rbita perio´dica de per´ıodo 2. Tal significa que a percentagem de trabalhado-
res qualificados nas regio˜es ideˆnticas oscila entre dois valores, igualando-se
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de dois em dois per´ıodos, tal que λt+2 = λt. Na˜o ha´, consequentemente,
convergeˆncia para qualquer ponto fixo, independentemente do tempo t que
se considere (Figuras 3.8b e 3.9b). Em termos de realidade emp´ırica, esta
situac¸a˜o traduzir-se-ia numa movimentac¸a˜o incessante de trabalhadores qua-
lificados que, em termos percentuais, se deslocam, no instante t, das regio˜es
i, k para j e que, no instante seguinte, regressam a` regia˜o de origem.
 para φ suficientemente reduzido, 0 < z′d(1/3) < 1, pelo que λ
∗ = 1/3 e´ local-
mente assintoticamente esta´vel, sendo a aproximac¸a˜o ao ponto mono´tona,
como de resto se observa nas Figuras 3.8b e 3.9b. Dada uma condic¸a˜o inicial
λ0 ∈ ]0, 1/3[, a convergeˆncia e´ feita pela entrada de trabalhadores qualifica-
dos nas regio˜es ideˆnticas, ao passo que λ0 ∈ ]1/3, 1/2[ determina a sa´ıda de
empresas das regio˜es i, k. O equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial e´, portanto,
insta´vel. Observa-se tambe´m, na Figura 3.7, a existeˆncia de um ponto fixo
interior assime´trico λ∗ = λd. O facto de uma determinada condic¸a˜o ini-
cial λ0 ∈ ]λd, 1/3[ convergir para λ∗ = 1/3 e´ suficiente para concluir que e´
insta´vel o equil´ıbrio de dispersa˜o assime´trica. Na˜o obstante, pela Figura 3.7
depreende-se que z′d(λd) > 1, corroborando as concluso˜es ja´ referidas. Assim,
e´ poss´ıvel afirmar que e´ localmente assintoticamente esta´vel λ∗ = 0.
 para φ suficientemente elevado as concluso˜es que se retiram relativamente a`
estabilidade dos treˆs tipos de steady-states sa˜o em tudo semelhantes a` al´ınea
(a): instabilidade do equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica Si e estabilidade dos
equil´ıbrios centro-periferia CPi e aglomerac¸a˜o parcial Si. Note-se, todavia,
que a convergeˆncia se processa em (b) mais rapidamente do que em (a), isto
porque se assume um valor da velocidade de migrac¸a˜o γ superior.
Destaque ainda para as restric¸o˜es, claramente percet´ıveis, do sistema (3.15),
impondo, para os paraˆmetros considerados, zd = 0 na proximidade de λ
∗ = 0




Figura 3.7: Representac¸a˜o gra´fica de zd(λt) para diferentes valores de φ.
Dados (a) µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10; (b) µ = 0.3, σ = 5 e γ = 20, a linha a vermelho
representa a func¸a˜o identidade e a sua intersec¸a˜o com o gra´fico de zd(λt) identifica um
ponto de equil´ıbrio. Para 0.2 ≤ φ ≤ 0.25 salienta-se a presenc¸a de um ponto fixo interior
assime´trico, λ∗ = λd.
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(a) (b)
Figura 3.8: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (3.15) dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, 1/3[.
Dados (a) µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10; (b) µ = 0.3, σ = 5 e γ = 20, para cada valor de
φ selecionado, a figura ilustra o conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o da dinaˆmica
descrita por zd(λt) em (3.15) para uma condic¸a˜o inicial λ0 = 1/3− ε, com ε = 0.01, ao longo
de t = 50 instantes.
(a) (b)
Figura 3.9: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (3.15) dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]1/3, 1/2[.
Dados (a) µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10; (b) µ = 0.3, σ = 5 e γ = 20, para cada valor de
φ selecionado, a figura ilustra o conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o da dinaˆmica
descrita por zd(λt) em (3.15) para uma condic¸a˜o inicial λ0 = 1/3 + ε, com ε = 0.01, ao longo
de t = 50 instantes.
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3.3.3 Diagrama de bifurcac¸a˜o
Um diagrama de bifurcac¸a˜o representa os pontos de equil´ıbrio e a sua estabilidade em
func¸a˜o do paraˆmetro de bifurcac¸a˜o7, que se dispo˜e no eixo horizontal. Neste caso, φ
assume esse papel, sob a constaˆncia dos paraˆmetros µ, σ e γ. No eixo vertical tem-se a
varia´vel de estado, λ. Recorre-se ao desenho a trac¸o cheio para ilustrar os pontos fixos
esta´veis. A tracejado retratam-se os insta´veis.
A Figura 3.10 mostra que, para φ ∈ (0, 0.35], a partir do ponto a, onde surge a
primeira bifurcac¸a˜o de duplicac¸a˜o do per´ıodo, valores decrescentes de φ conduzem a uma
infinita cascata deste tipo de bifurcac¸o˜es, culminando no ja´ conhecido comportamento
cao´tico das soluc¸o˜es. Na a´rea preenchida a vermelho, o sistema de equac¸o˜es a`s diferenc¸as
(3.15) apresenta soluc¸o˜es per´ıodicas de todos os per´ıodos, assim como algumas soluc¸o˜es
aperio´dicas. Note-se que, se se persistir no decre´scimo de φ para valores a` esquerda
de b, o truncamento a que esta´ sujeita a func¸a˜o zd forc¸a a aglomerac¸a˜o (parcial) da
indu´stria nas regio˜es ideˆnticas. Para valores suficientemente elevados de φ, observa-se
a perda de estabilidade do ponto fixo λ∗ = 1/3, tal como verificado na subsecc¸a˜o 3.3.2,
ou a favor de uma dispersa˜o assime´trica, ou da aglomerac¸a˜o, seja ela total ou parcial.
Figura 3.10: Diagrama de bifurcac¸a˜o da aplicac¸a˜o zd, dados µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10.
Fonte: Commendatore et al. (2015b), Fig. 2.
7Um valor de bifurcac¸a˜o do paraˆmetro e´ aquele para o qual se altera o nu´mero ou a estabilidade
dos pontos fixos ou dos pontos perio´dicos.
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3.4 Uma regia˜o sem indu´stria
Assumir λk = 0 determina λj = 1 − λi, o que equivale a` concentrac¸a˜o de toda a ma˜o-
de-obra qualificada nas regio˜es i e j, ainda que em frac¸o˜es na˜o necessariamente iguais.
As varia´veis que concorrem para a determinac¸a˜o do sistema (3.5) podem ser reescritas
com base numa u´nica varia´vel de estado, λi ≡ λ, sendo a percentagem de trabalhadores
qualificados ativos na outra regia˜o obtida residualmente face a λ. Assim, tem-se

























































































De modo ana´logo ao do tratamento das varia´veis efetuado na secc¸a˜o 3.3, a utilizac¸a˜o
dos espac¸os invariantes permite a ilustrac¸a˜o gra´fica das func¸o˜es para valores selecionados
de φ, dados µ = 0.45 e σ = 2.5. Todavia, por serem qualitativamente equivalentes os
resultados, optou-se por destacar apenas alguns aspetos, omitindo-se, por esse motivo,
as representac¸o˜es, que podem ser consultadas em Apeˆndice (Figuras A.1-A.5).
Comece por referir-se que, onde antes a dispersa˜o sime´trica ocorria para λ = 1/3,
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num contexto de uma regia˜o sem indu´stria tal acontece para λ = 1/2, sendo este o ponto
onde se centram as propriedades atestadas na secc¸a˜o 3.3. No que concerne a` quota-
parte da despesa que e´ realizada em cada uma das regio˜es, de imediato se observa a
constaˆncia de sk, de fa´cil deduc¸a˜o pela expressa˜o em (3.19). A percentagem da despesa
total que e´ realizada na regia˜o k e´ imuta´vel ao longo do tempo, isto porque nela na˜o se
desenvolve nem se ira´ desenvolver qualquer atividade industrial. Ao considerar-se na˜o
existir entrada ou sa´ıda de ma˜o-de-obra qualificada, o rendimento nominal Yk permanece
inalterado, assim como o poder de compra dos seus residentes, somente trabalhadores
que se dedicam ao setor agr´ıcola, o que se reflete na invariabilidade do montante de
despesa que realizam. Adicionalmente, a devida adaptac¸a˜o a` Proposic¸a˜o 3.3.1 estabe-
lece que quando as regio˜es i e j sa˜o igualmente dotadas de trabalhadores qualificados,
contribuem com frac¸o˜es afins para a despesa total, i.e., si(1/2) = sj(1/2), ∀φ ∈ (0, 1].
Na presenc¸a de duas regio˜es que partilham a produc¸a˜o industrial e uma terceira
onde a manufatura na˜o existe, o sala´rio me´dio real ωt, dado em extensa˜o por (3.20),
obte´m-se pela soma
ωt = λtωi,t + (1− λt)ωj,t,
onde a primeira componente pondera o sala´rio real na regia˜o i, ωi,t, pela percentagem
de trabalhadores qualificados na mesma, λt, e a segunda procede a` ponderac¸a˜o de ωj,t
pela percentagem de trabalhadores qualificados restante, 1 − λt. Note-se, contudo,
que o sala´rio real da regia˜o k e´ na˜o nulo e positivo. Pore´m, pelo facto de ser nula
a percentagem de trabalhadores qualificados nessa regia˜o, muito embora nela residam
trabalhadores agr´ıcolas, a sua ponderac¸a˜o faz com que este fator seja eliminado do
































As equac¸o˜es (3.22)-(3.23) permitem que se defina o ra´cio entre os sala´rios reais das

































Sabe-se a priori que, independentemente de φ, R(1/2) = 1 quando apenas duas
regio˜es usufruem de setor industrial. Sendo as regio˜es i e j equivalentemente dotadas
de trabalhadores qualificados, nelas vigora o mesmo sala´rio real e, portanto, o seu ra´cio
iguala a unidade, para quaisquer valores dos paraˆmetros considerados. Acerca da in-
flueˆncia de φ em R(λ), e´ ideˆntico o comportamento registado na Figura A.5 quando
comparado com a Figura 3.6: para valores de φ suficientemente reduzidos, antecipa-se
a estabilidade da dispersa˜o sime´trica entre duas regio˜es, i.e., λ = 1/2; para φ suficiente-
mente elevado, prevalecem, sobre o efeito de concorreˆncia, as forc¸as de ligac¸a˜o.
3.4.1 Dinaˆmica nas arestas do triaˆngulo R
A restric¸a˜o do sistema de equac¸o˜es a`s diferenc¸as dado por (3.5) a cada uma das arestas
do triaˆngulo R concede que a dinaˆmica de migrac¸a˜o seja descrita por uma aplicac¸a˜o
unidimensional zb : [0, 1]→ [0, 1], definida por
zb : λt → zb(λt) =

0 se M(λt) ≤ 0,
M(λt) se 0 < M(λt) < 1,
1 se M(λt) ≥ 1.
(3.25)
onde a equac¸a˜o central em (3.25) e´ determinada por (3.17)-(3.21), e igual a
M(λt) = λt[1 + γ(K(λt)− 1)]. (3.26)
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Sabe-se que uma regia˜o sem manufatura no per´ıodo t na˜o ira´ mobilizar a instalac¸a˜o
de trabalhadores qualificados no per´ıodo seguinte, da´ı que, quando este estado e´ atin-
gido, assim permanec¸a indefinidamente. Por conseguinte, a existeˆncia de somente duas
regio˜es onde a indu´stria se localiza implica que a` entrada de trabalhadores numa regia˜o
i corresponda a sa´ıda desses mesmos trabalhadores da regia˜o j, na medida em que se
assume o nu´mero de trabalhadores qualificados N constante. Com efeito, as varia´veis
que concorrem para a determinac¸a˜o de (3.26) sa˜o sime´tricas, como atesta o
Lema 3.4.1 (Commendatore et al., 2015b, p. 71). A func¸a˜o zb goza das seguintes
propriedades:
1. Sime´trica relativamente ao ponto (λ, zb(λ)) = (1/2, 1/2): zb(λ) = 1− zb(1− λ).
2. Qualquer conjunto invariante A de zb ou e´ ele pro´prio sime´trico, ou existe um
conjunto invariante A′ sime´trico a A.
3.4.2 Pontos de equil´ıbrio e estabilidade
O estado λ∗ ∈ [0, 1] e´ um ponto fixo de zb(λ) se e so´ se zb(λ∗) = λ∗. Sendo o sistema
(3.25) composto por treˆs ramos, sa˜o tambe´m treˆs os casos a analisar na dinaˆmica de
migrac¸a˜o por si imposta, a` semelhanc¸a do que sucedera na subsecc¸a˜o 3.3.2, perante
duas regio˜es ideˆnticas.
Caso 1. M(λt) < 0,∀t ∈ N0
zb(λ
∗) = λ∗ ⇔ λ∗ = 0.
Caso 2. M(λt) > 1,∀t ∈ N0
zb(λ
∗) = λ∗ ⇔ λ∗ = 1.
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Note-se que para λ∗ = 0 se tem a aglomerac¸a˜o do setor industrial na regia˜o
j, na medida em que esta oferece uma utilidade indireta superior a` usufru´ıda
na regia˜o i, por ser M(λt) < 0. Ja´ λ
∗ = 1 concentra, por inteiro, a laborac¸a˜o
do setor industrial na regia˜o i, sendo a procura pelo bem compo´sito industrial
satisfeita a partir da exportac¸a˜o da regia˜o i para as restantes. Por conduzi-
rem ambos a` formac¸a˜o de uma estrutura centro-periferia, estes dois primeiros
casos sa˜o equivalentes. Em termos do sistema (3.5), tal significa, portanto, a
existeˆncia de pontos fixos do tipo CPi: (0, 0, 1); (0, 1, 0); e (1, 0, 0).
Caso 3. 0 ≤M(λt) ≤ 1, ∀t ∈ N0
zb(λ
∗) = λ∗ ⇔M(λ∗) = λ∗ ⇔
⇔ λ[1 + γ(K(λ∗)− 1)] = λ⇔
⇔ λ[γ(K(λ∗)− 1)] = 0⇔
⇔ λ∗ = 0 ∨ γ(K(λ∗)− 1) = 0⇔
⇔
γ>0
λ∗ = 0 ∨ K(λ∗) = 1⇔
⇔ λ∗ = 0 ∨ λ∗ ∈ {λt ∈ [0, 1] : ωi,t = ωt},
o que, no caso de λk = 0, equivale a
ωi,t = λ
∗ωi,t + (1− λ∗)ωj,t ⇔
⇔ ωi,t(1− λ∗) = (1− λ∗)ωj,t ⇔
⇔ ωi,t = ωj,t,
traduzindo uma igualdade entre o sala´rio real das regio˜es i, j. Sabe-se de
antema˜o que, pela configurac¸a˜o do modelo, esta igualdade ocorre para λ∗ = 1/2.
Em termos do sistema (3.5), tal significa a existeˆncia dos pontos fixos do tipo
Si: (1/2, 1/2, 0); (1/2, 0, 1/2); e (0, 1/2, 1/2).
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A atividade econo´mica industrial distribui-se, neste caso, equivalentemente
entre duas das regio˜es, ausentando-se na terceira delas.
Adicionalmente, para valores crescentes de φ, o ponto fixo λ∗ = 1/2 e´ submetido
a uma bifurcac¸a˜o pitchfork supercr´ıtica, comum em sistemas dinaˆmicos que
possuem algum tipo de simetria. Devido a esta bifurcac¸a˜o, surgem mais dois
pontos fixos (esta´veis): λ∗ = λa e o seu sime´trico λ∗ = 1− λa.
Para valores decrescentes de φ ocorrem duas bifurcac¸o˜es sela-no´. Este tipo
de bifurcac¸o˜es encontra-se normalmente associado ao mecanismo de criac¸a˜o e
destruic¸a˜o de pontos de equil´ıbrio. No caso, conduzem a dois pares de pontos
fixos, um esta´vel, λ∗ = λa, e um insta´vel, λ∗ = λb, e respetivos sime´tricos
(Commendatore et al., 2015b, p. 72). A este respeito veja-se a Figura 3.16,
que representa o diagrama de bifurcac¸a˜o de zb. Assim, para certos valores dos
paraˆmetros, o sistema (3.5) possui os seguintes pontos fixos assime´tricos:
A11 :(0, λa, 1− λa), A12 :(0, λb, 1− λb), A13 :(0, 1− λa, λa), A14 :(0, 1− λb, λb);
A21 :(λa, 0, 1− λa), A22 :(λb, 0, 1− λb), A23 :(1− λa, 0, λa), A24 :(1− λb, 0, λb);
A31 :(λa, 1− λa, 0), A32 :(λb, 1− λb, 0), A33 :(1− λa, λa, 0), A34 :(1− λb, λb, 0);
onde Ain, com i ∈ {1, 2, 3} e n ∈ {1, · · · , 4}, pertence a` linha invariante
{λi = 0}. Estes equil´ıbrios repartem assimetricamente o setor industrial entre
duas das regio˜es (1 e 2; 1 e 3; ou 2 e 3), ausentando-se na terceira.
A Figura 3.11 representa graficamente a func¸a˜o zb para diferentes valores de φ, cuja
intersec¸a˜o com a bissetriz dos quadrantes ı´mpares desenhada a vermelho identifica um
ponto fixo. As Figuras 3.12 e 3.13 ilustram a trajeto´ria da soluc¸a˜o de (3.25) para
condic¸o˜es iniciais, respetivamente, a` esquerda e a` direita do equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o
parcial Si. A partir destas representac¸o˜es, iremos agora inferir acerca da estabilidade
dos pontos fixos encontrados nas arestas do triaˆngulo R.
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Dados os valores dos paraˆmetros
(a) µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10, para efeitos de representac¸a˜o gra´fica considerou-se:
φ = 0.05 como muito reduzido; φ = 0.2 como suficientemente reduzido; e φ = 0.3
como suficientemente elevado.
Conclui-se que
 para φ muito reduzido, qualquer que seja a condic¸a˜o inicial λ0 ∈ (0, 1)\{1/2},
observa-se uma o´rbita perio´dica de per´ıodo 2. Quer isto dizer que a per-
centagem de trabalhadores nas regio˜es onde labora o setor industrial oscila
entre dois valores, igualando-se de dois em dois per´ıodos, tal que λt+2 = λt.
Na˜o ha´, consequentemente, convergeˆncia para qualquer ponto fixo, indepen-
dentemente do horizonte temporal t que se considere (Figuras 3.12a e 3.13a).
 para φ suficientemente reduzido, por ser 0 < z′b(1/2) < 1, verifica-se que
λ∗ = 1/2 e´ esta´vel e a convergeˆncia e´ mono´tona. Dada uma condic¸a˜o inicial
λ0 ∈ ]0, 1/2[, a aproximac¸a˜o ao equil´ıbrio faz-se pela entrada de trabalhadores
qualificados na regia˜o (Figura 3.12a). Para uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]1/2, 1[,
assiste-se ao movimento migrato´rio oposto (Figura 3.13a). Por conseguinte, e´
globalmente esta´vel o equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial pois, sendo insta´veis
λ∗ = 0 e λ∗ = 1, constitui um atrator para todo λ0 ∈ ]0, 1[.
 para φ suficientemente elevado, z′b(1/2) > 1. A divergeˆncia e´ mono´tona,
assistindo-se, para uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, 1/2[, a` sa´ıda de trabalhadores
qualificados da regia˜o i para a j, ate´ que, para t = 10, a regia˜o de origem ja´
se encontra totalmente despovoada desta forc¸a de trabalho (Figura 3.12a).
Para uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]1/2, 1[, o ajustamento e´ feito pela entrada de
ma˜o-de-obra qualificada na regia˜o ate´ que a produc¸a˜o industrial se realiza
em totalidade na mesma (Figura3.13a). Assim, os equil´ıbrios centro-periferia
sa˜o, neste caso, localmente assintoticamente esta´veis, enquanto o equil´ıbrio
de aglomerac¸a˜o parcial passa a insta´vel.
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(b) µ = 0.3, σ = 1.8 e γ = 20, considerou-se: φ = 0.06 como muito reduzido; φ =
0.1835 como suficientemente reduzido; e φ = 0.3 como suficientemente elevado.
Observa-se que
 para φ muito reduzido, quer a trajeto´ria se inicie a` esquerda ou direita de
λ∗ = 1/2, a soluc¸a˜o de (3.25) exibe um comportamento cao´tico, percet´ıvel
nas Figuras 3.12b e 3.13b, com a interpretac¸a˜o econo´mica ja´ conhecida.
 para φ suficientemente reduzido, existem 7 equil´ıbrios: as tradicionais con-
figurac¸o˜es centro-periferia, o equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial e ainda dois
outros pontos fixos assime´tricos, λa e λb, e respetivos sime´tricos, λ
∗ = 1−λa
e λ∗ = 1− λb. A sua existeˆncia justifica um estudo da trajeto´ria da soluc¸a˜o
de (3.25), para diferentes condic¸o˜es iniciais, diferente dos demais. Observe-
se a Figura 3.14 para um olhar mais detalhado sobre estes equil´ıbrios. Por
serem 0 < z′b(λa) < 1 e z
′
b(λb) > 1, sa˜o localmente assintoticamente esta´veis
λ∗ = λa e λ∗ = 1− λa e insta´veis λ∗ = λb e λ∗ = 1− λb. Para λ0 ∈ ]λa, 1/2[,
a convergeˆncia para λa e´ feita pela sa´ıda de trabalho qualificado da regia˜o i.
Dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]1/2, 1−λa[, assiste-se a` entrada de trabalha-
dores qualificados na regia˜o i (Figura 3.15b). O equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o
parcial e´, portanto, insta´vel. E´, enta˜o, poss´ıvel termos um equil´ıbrio de
longo-prazo onde a indu´stria se reparte de forma desigual entre duas regio˜es.
Em relac¸a˜o a`s configurac¸o˜es centro-periferia, para λ0 ∈ ]0, λb[ presencia-se a
sa´ıda de trabalhadores de i ate´ a` sua completa desertificac¸a˜o em termos de
trabalho qualificado. Enta˜o, λ∗ = 0 e´ localmente assintoticamente esta´vel.
Para λ0 ∈ ]1− λb, 1[, entram na regia˜o trabalhadores qualificados ate´ que a
indu´stria se concentra nela por inteiro. Assim, λ∗ = 1 e´ tambe´m esta´vel.
 para φ suficientemente elevado, z′b(1/2) > 1 expressa a instabilidade deste
ponto fixo. O equil´ıbrio λ∗ = 0 surge, dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, 1/2[,
pela sa´ıda mono´tona de trabalhadores da regia˜o i (Figura 3.12a). Para uma
condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]1/2, 1[, o sistema converge para λ∗ = 1.
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(a) (b)
Figura 3.11: Representac¸a˜o gra´fica de zb(λt) para diferentes valores de φ.
Dados (a) µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10; (b) µ = 0.3, σ = 5 e γ = 20, a linha a vermelho
representa a func¸a˜o identidade e a sua intersec¸a˜o com o gra´fico de zb(λt) identifica um ponto
de equil´ıbrio. Salienta-se a existeˆncia de 7 pontos fixos em (b) para φ = 0.1835.
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(a) (b)
Figura 3.12: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (3.25) dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, 1/2[.
Dados (a) µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10; (b) µ = 0.3, σ = 5 e γ = 20, para cada valor de
φ selecionado, a figura ilustra o conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o da dinaˆmica
imposta por zb(λt) em (3.25) para uma condic¸a˜o inicial λ0 = 1/2− ε, com ε = 0.1, ao longo
de t = 50 instantes.
(a) (b)
Figura 3.13: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (3.25) dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]1/2, 1[.
Dados (a) µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10; (b) µ = 0.3, σ = 5 e γ = 20, para cada valor de
φ selecionado, a figura ilustra o conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o da dinaˆmica
imposta por zb(λt) em (3.25) para uma condic¸a˜o inicial λ0 = 1/2 + ε, com ε = 0.1, ao longo
de t = 50 instantes.
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(a) λ∗ = λb (b) λ∗ = λa
(c) λ∗ = 1− λa (d) λ∗ = 1− λb
Figura 3.14: Alargamento da representac¸a˜o gra´fica da func¸a˜o zb(λt) para φ = 0.1835.
Dados µ = 0.3, σ = 5 e γ = 20, para φ = 0.1835 a figura procede a um zoom sobre os
4 pontos fixos interiores assime´tricos. A linha azul a trac¸o cheio representa a func¸a˜o zb.
A vermelho tracejado tem-se a bissetriz dos quadrantes ı´mpares. Em (a), verifica-se que,
para λt ∈ ]0, λb[, zb(λt) < λt. Em (b), para λt ∈ ]λb, λa[, zb(λt) > λt, passando a inferior
no intervalo ]λa, 1/2[. O mesmo tipo de comportamento e´ exibido na proximidade dos seus
pontos fixos sime´tricos, 1− λb e 1− λa, nas subfiguras (c) e (d).
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(a) (b)
Figura 3.15: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (3.25) para φ = 0.1835 e diferentes λ0.
Dados µ = 0.3, σ = 5 e γ = 20, para φ = 0.1835 e t = 1000, tem-se o conjunto de
pontos percorridos pela soluc¸a˜o de (3.25) para condic¸o˜es iniciais pro´ximas: (a) do ponto fixo
λ∗ = 1− λb a verde, e de λ∗ = λb a vermelho; (b) do ponto de equil´ıbrio Si, com ε = 0.01.
Figura 3.16: Diagrama de bifurcac¸a˜o da aplicac¸a˜o zb, dados µ = 0.3, σ = 1.8 e γ = 20.
Identicamente a` Figura 3.10, identifica-se em a uma bifurcac¸a˜o de duplicac¸a˜o do per´ıodo, a
partir da qual, para valores decrescentes de φ, o modelo exibe um comportamento cao´tico.
A` direita de a, o equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial λ∗ = 1/2 e´ esta´vel ate´ d. O surgimento de
uma bifurcac¸a˜o pitchfork supercr´ıtica origina os pontos fixos esta´veis λ∗ = λa e λ∗ = 1−λa.
No ponto c emergem os insta´veis λ∗ = λb e λ∗ = 1− λb, a partir de uma bifurcac¸a˜o sela-no´.
Fonte: Commendatore et al. (2015b), Fig. 4.
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3.5 Treˆs regio˜es com indu´stria
Regressados ao modelo com treˆs regio˜es e ao sistema dado por (3.5), os pontos fixos
identificados nas secc¸o˜es precedentes correspondem a pontos fixos da dinaˆmica descrita
por Z em (3.5), muito embora as propriedades de estabilidade possam mudar devido a`
dimensionalidade mais elevada da dinaˆmica (Commendatore e Kubin, 2013, p. 169).
Completo o estudo no que as espac¸os invariantes diz respeito, interessa, neste ponto,
estudar o que acontece quando nos encontramos fora deles. A complexidade do modelo
exige, contudo, a conduc¸a˜o desta ana´lise com recurso a simulac¸a˜o nume´rica, assumindo
µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10 como valores dos paraˆmetros para diferentes condic¸o˜es
iniciais, consoante o ponto fixo em estudo. No interior do triaˆngulo R, sa˜o seis os pontos
de aproximac¸a˜o a cada tipo de equil´ıbrio, com as condic¸o˜es iniciais a serem indicadas
pelo confronto das suas medianas. Todavia, na auseˆncia de caos a estabilidade de cada
equil´ıbrio e´ preservada, como em tempo cont´ınuo, pela permutac¸a˜o das regio˜es. Esta
propriedade escusa, portanto, a ana´lise a cinco dos casos previstos para cada ponto fixo
da equac¸a˜o a`s diferenc¸as (3.5), limitando-a a um deles e perfazendo um total de treˆs.
Em face de valores de φ muito reduzidos, o modelo entra num regime cao´tico, com
pequenas variac¸o˜es do paraˆmetro a provocarem alterac¸o˜es profundas no comportamento
econo´mico de longo prazo. Com esta dissertac¸a˜o procura-se, precisamente, perceber se
esta e´ uma caracter´ıstica do modelo intr´ınseca a` sua discretizac¸a˜o e, portanto, inevita´vel,
ou se e´ poss´ıvel construir uma dinaˆmica alternativa em tempo discreto que corrija este
problema. O cap´ıtulo procedente tratara´ esta questa˜o.
Concentremo-nos, por agora, no estudo da estabilidade dos equil´ıbrios no caso em
que o modelo se manifesta ‘bem comportado’, i.e., para valores de φ suficientemente
reduzidos ou elevados. No primeiro caso, ilustra-se o que acontece na economia quando
os custos de transporte sa˜o ainda elevados o suficiente para fazer prevalecer as forc¸as de
dispersa˜o, ao passo que no segundo simula-se a sua reduc¸a˜o para um n´ıvel que propricia
a aglomerac¸a˜o da atividade econo´mica industrial numa u´nica regia˜o.
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3.5.1 Equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica
Partindo de uma condic¸a˜o inicial suficientemente pro´xima do equil´ıbrio Ss = (1/3, 1/3, 1/3),
obtiveram-se, para valores de φ selecionados, as trajeto´rias que constam da Figura 3.17.
Para efeitos da sua ilustrac¸a˜o considerou-se: φ = 0.25 como suficientemente reduzido
(Figura 3.17a); e φ = 0.35 como suficientemente elevado (Figura 3.17b).
Da sua observac¸a˜o infere-se que,
 para φ suficientemente reduzido, o equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica afigura-se
localmente assintoticamente esta´vel. Assim sendo, assiste-se, no longo prazo, a`
dispersa˜o da atividade econo´mica industrial entre as treˆs regio˜es em frac¸o˜es iguais;
 para φ suficientemente elevado, o equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica assume-se
insta´vel e o equil´ıbrio centro-periferia passa a esta´vel. Presencia-se, neste caso, a
aglomerac¸a˜o da indu´stria na regia˜o que possu´ıa, em t = 0, a maior percentagem
de trabalhadores qualificados.
(a) (b)
Figura 3.17: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (3.5) com condic¸o˜es iniciais pro´ximas de Ss.
Dados µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10, para as condic¸o˜es iniciais λ1,0 = 1/3, λ2,0 = 1/3 − ε e
λ3,0 = 1/3+ε, com ε = 0.1, tem-se o conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o da dinaˆmica
descrita por Z em (3.5) para: (a) φ = 0.25; (b) φ = 0.35, ao longo de t = 50 instantes.
60
3.5.2 Equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial
Seja agora a condic¸a˜o inicial suficientemente pro´xima do equil´ıbrio Si = (1/2, 1/2, 0).
Obtiveram-se, para valores de φ selecionados, as trajeto´rias que constam da Figura
3.18. Para efeitos da sua representac¸a˜o considerou-se: φ = 0.25 como suficientemente
reduzido; e φ = 0.35 como suficientemente elevado. As concluso˜es que se retiram da
sua observac¸a˜o va˜o ao encontro do referido na secc¸a˜o 3.5.1, na medida em que,
 para φ suficientemente reduzido, existe uma convergeˆncia da soluc¸a˜o de (3.5) para
o equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica, afastando-se do equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o par-
cial. Assim, Ss afigura-se localmente assintoticamente esta´vel, sendo Si insta´vel ;
 para φ suficientemente elevado, a dispersa˜o sime´trica deixa de ser esta´vel, mas
nem por isso a aglomerac¸a˜o parcial assume a condic¸a˜o de equil´ıbrio de longo-
prazo, continuando a ser insta´vel mesmo diante do aumento de φ. Assiste-se,
enta˜o, a` concentrac¸a˜o da indu´stria na regia˜o que produzia inicialmente um maior
nu´mero de variedades industriais.
(a) (b)
Figura 3.18: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (3.5) com condic¸o˜es iniciais pro´ximas de Si.
Dados µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10, para λ1,0 = 1/2, λ2,0 = 1/2 − ε e λ3,0 = ε, com ε = 0.1,
tem-se o conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o da dinaˆmica descrita por Z em (3.5)
para: (a) φ = 0.25; (b) para φ = 0.35, ao longo de t = 50 instantes.
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De facto, ainda que se considere λ3 = 0 e se atribuam a`s regio˜es 1 e 2, no momento
inicial, percentagens de trabalho qualificado afins, na˜o se observa convergeˆncia para o
equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial. Veja-se, a este respeito, a Figura 3.19:
(a) Na Figura 3.19a recorre-se a φ = 0.2, um valor do paraˆmetro que atribu´ıa estabi-
lidade ao equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial na presenc¸a de duas regio˜es ideˆnticas.
Verifica-se, numa fase inicial, a igual repartic¸a˜o da ma˜o-de-obra qualificada entre
as duas regio˜es, ausentando-se na terceira. Esta distribuic¸a˜o do setor industrial
mante´m-se em cerca de t = 40 per´ıodos, instante a partir do qual se assiste a`
migrac¸a˜o de trabalhadores das regio˜es 1 e 2 para a regia˜o 3. Note-se que estas
deslocac¸o˜es esta˜o em desacordo com a assunc¸a˜o inicial de que os trabalhadores
na˜o va˜o para uma regia˜o onde no per´ıodo anterior na˜o existia manufatura.
(b) Na Figura 3.19b faz-se uso de φ = 0.25. Presencia-se, no longo prazo, a aglo-
merac¸a˜o da indu´stria na regia˜o 1 e a desertificac¸a˜o da mesma nas regio˜es 2 e 3.
Apesar da proximidade inicial das percentagens λ1 e λ2 de 1/2, isso na˜o impede
que a soluc¸a˜o do modelo seja uma estrutura centro-periferia.
(a) (b)
Figura 3.19: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (3.5) para λ3,0 = 0.
Dados µ = 0.45, σ = 2.5 e γ = 10, para as condic¸o˜es iniciais λ1,0 = 1/2 + ε, λ2,0 = 1/2− ε e
λ3,0 = 0, com ε = 0.01, tem-se o conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o da dinaˆmica
descrita por Z em (3.5) para: (a) φ = 0.2; (b) φ = 0.25, ao longo de t = 100 instantes.
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Dessarte, comprova-se que a mais elevada dimensionalidade do modelo provoca al-
terac¸o˜es a` estabilidade dos equil´ıbrios face a` restric¸a˜o do mesmo aos espac¸os invariantes.
Num contexto de treˆs regio˜es, o equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial nunca e´ esta´vel.
3.5.3 Equil´ıbrio centro-periferia
Admitindo uma condic¸a˜o inicial suficientemente pro´xima do equil´ıbrio CPi = (0, 0, 1),
obtiveram-se, para valores de φ selecionados, as trajeto´rias que constam da Figura
3.20. Para efeitos da sua representac¸a˜o considerou-se: φ = 0.25 como suficientemente
reduzido; e φ = 0.2516 como suficientemente elevado. Conclui-se que,
 para φ suficientemente reduzido, existe uma convergeˆncia da soluc¸a˜o de (3.5) para
o equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica, afastando-se do equil´ıbrio centro-periferia.
Predominam as forc¸as de dispersa˜o, apresentando-se Ss como esta´vel ;
 para φ suficientemente elevado, o equil´ıbrio centro-periferia passa a esta´vel. Assiste-
se, assim, a` aglomerac¸a˜o da indu´stria na regia˜o que concentrava inicialmente um
maior nu´mero de empresas, i.e., trabalhadores qualificados.
(a) (b)
Figura 3.20: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (3.5) com condic¸o˜es iniciais pro´ximas de CPi.
Dados µ = 0.45, σ = 2.5, γ = 10, para condic¸o˜es iniciais pro´ximas do equil´ıbrio (0, 0, 1),
com λ1,0 = ε, λ2,0 = 2ε, λ3,0 = 1− 3ε e ε = 0.05, tem-se a trajeto´ria da soluc¸a˜o da dinaˆmica
descrita por Z em (3.5) para: (a) φ = 0.25; (b) φ = 0.2516, ao longo de t = 50 instantes.
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4 Dinaˆmica alternativa
A introduc¸a˜o de dinaˆmica no desenvolvimento de modelos centro-periferia mais pro´ximos
da realidade, nomeadamente pela inclusa˜o de um maior nu´mero de regio˜es, proporci-
ona uma escolha entre modelac¸a˜o em tempo discreto ou cont´ınuo. Em tempo discreto,
assume-se que a migrac¸a˜o dos trabalhadores toma lugar em intervalos de tempo, ao
passo que a modelac¸a˜o em tempo cont´ınuo reflete, como o pro´prio nome indica, a sua
continuada deslocalizac¸a˜o. Muito embora grande parte da literatura de NEG contem-
ple modelos formulados em tempo cont´ınuo, para trabalhar com um nu´mero elevado de
regio˜es antecipa-se a necessidade de recorrer a me´todos nume´ricos de simulac¸a˜o para os
quais o tempo discreto se apresenta mais adequado. Pore´m, e´ relevante o modo como o
enquadramento temporal afeta as dinaˆmicas de migrac¸a˜o. Currie e Kubin (2006) provi-
denciam uma primeira discretizac¸a˜o dos modelos centro-periferia, seguindo-se, tambe´m
para duas regio˜es, Commendatore et al. (2008). A extensa˜o para treˆs surge em Commen-
datore e Kubin (2013) e, depois, Commendatore et al. (2015b). Todos estes trabalhos
teˆm em comum a ocorreˆncia de caos determin´ıstico, por oposic¸a˜o a`s verso˜es homo´logas
em tempo cont´ınuo. O comportamento de longo prazo que exibem manifesta-se de-
senquadrado da realidade econo´mica, traduzindo uma irrealista deslocac¸a˜o incessante
e desorganizada de trabalhadores entre regio˜es, ao qual o Cap´ıtulo 3 alude. Ademais,
Garrido-da-Silva et al. (2015) observam, ante o modelo de Currie e Kubin (2006), a des-
localizac¸a˜o de trabalhadores industriais para uma regia˜o com um sala´rio inferior quando
os custos de transporte sa˜o suficientemente elevados, o que e´ tambe´m uma realidade
na versa˜o de Commendatore et al. (2015b). A migrac¸a˜o deixa, nesses casos, de se reger
por incentivos econo´micos, o que contraria os pro´prios pressupostos do modelo. Esta
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contradic¸a˜o incita a explorac¸a˜o de uma dinaˆmica de migrac¸a˜o alternativa que repro-
duza os resultados obtidos em tempo cont´ınuo, mantendo-se fiel aos seus pressupostos.
A este respeito, considera-se relevante a refereˆncia ao modelo de Gaspar et al. (2013),
onde, a` semelhanc¸a de Fujita et al. (1999), a dinaˆmica em tempo cont´ınuo na˜o recorre
a qualquer func¸a˜o de ajustamento do tipo de Z, dada por (3.5), ou a um paraˆmetro
representativo da velocidade de migrac¸a˜o como γ, que, no entender de Garrido-da-Silva
(2014), teˆm um efeito semelhante ao de custos de transporte muito elevados1, correspon-
dentes a um n´ıvel de integrac¸a˜o φ muito reduzido, suscitando o comportamento cao´tico.
Identificadas as poss´ıveis causas, Garrido-da-Silva et al. (2015) procedem ao estudo da
problema´tica em questa˜o, propondo uma nova discretizac¸a˜o, mediante a qual os traba-
lhadores industriais teˆm incentivo em migrar enquanto persistirem diferenc¸as entre os
sala´rios reais. A simplicidade deste modelo, aliada a` convergeˆncia dos seus resultados
com os de tempo cont´ınuo propostos por Fujita et al. (1999), viabiliza a inobservaˆncia
de caos, invalidando a hipo´tese de que a sua ocorreˆncia e´ uma caracter´ıstica intr´ınseca
a` discretizac¸a˜o do modelo, e abre caminho a` sua extensa˜o para mais regio˜es.
Motivado pelos frutos do trabalho de Garrido-da-Silva et al. (2015), o presente
cap´ıtulo procede a`s devidas adaptac¸o˜es da func¸a˜o de migrac¸a˜o proposta, por forma a
contemplar treˆs regio˜es. A secc¸a˜o 4.1 divulga os mecanismos a que deve obedecer tal
dinaˆmica para imitar fiavelmente o processo de realocac¸a˜o em tempo cont´ınuo proposto
por Gaspar et al. (2013). Nas secc¸o˜es 4.2-4.4 procede-se ao estudo, quer anal´ıtico, quer
nume´rico, da nova lei de migrac¸a˜o, relevando o comportamento econo´mico observado.
4.1 Migrac¸a˜o entre regio˜es
O modelo dinaˆmico que se propo˜e e´ protagonizado por uma populac¸a˜o de agentes
mı´opes que atualizam as suas escolhas em resposta ao ambiente estrate´gico corrente,
uma dinaˆmica que, em Teoria de Jogos, se designa por population games2. Perante a
1Quando a localizac¸a˜o da indu´stria e´ ainda suficientemente importante, uma diferenc¸a entre os
rendimentos reais provoca aquilo a que Commendatore et al. (2008) designam por ‘strong reaction’.
2Para um maior aprofundamento deste to´pico, remete-se o leitor para Sandholm (2009).
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possibilidade de reavaliar a sua estrate´gia a cada instante t, os agentes mo´veis decidem
se pretendem ou na˜o deslocalizar a sua atividade da regia˜o onde se encontram para um
outro destino, de entre dois a` escolha. De acordo com esta dinaˆmica3, a percentagem
de trabalhadores que decide migrar e´ proporcional ao excedente econo´mico proporcio-
nado pela mudanc¸a, mensurado, num modelo centro-periferia, pelo diferencial salarial
observado em relac¸a˜o a uma estrate´gia alternativa, como adiante se esclarece.
4.1.1 Pressupostos
Assume-se que os trabalhadores sa˜o movidos por incentivos econo´micos, de tal modo que
uma mudanc¸a na percentagem de atividade econo´mica industrial numa regia˜o ocorre
somente perante a existeˆncia de uma regia˜o de chegada que proporciona um bem-
estar, medido pelo sala´rio real, superior ao da regia˜o de partida. Assim sendo, um
trabalhador qualificado ativo na regia˜o j decide migrar para a regia˜o i se e so´ se ωi,t >
ωj,t, promovendo a correc¸a˜o do diferencial salarial observado entre as duas regio˜es.
A existeˆncia de treˆs regio˜es exige, contudo, o conhecimento, em cada per´ıodo, das
diferenc¸as entre os sala´rios reais auferidos em cada uma delas. A decisa˜o de migrac¸a˜o de
um trabalhador qualificado ativo em i resulta, dessarte, de duas comparac¸o˜es: ωi,t/ωj,t
e ωi,t/ωk,t. Por conseguinte, ωi,t > ωj,t na˜o e´ condic¸a˜o suficiente para garantir que os
industriais de i ira˜o manter a sua resideˆncia no per´ıodo seguinte, muito embora o sala´rio
oferecido na regia˜o de partida supere o que vigora na regia˜o j. Diante da possibilidade
de oferta de uma utilidade indireta superior a ωi,t por parte de uma terceira regia˜o, um
trabalhador qualificado a operar em i mante´m, no per´ıodo seguinte, a sua resideˆncia
se e so´ se a remunerac¸a˜o de que aufere na regia˜o de partida e´ superior a` vigorante em
todos os seus potenciais destinos, i.e., ωi,t > ωj,t e, em simultaˆneo, ωi,t > ωk,t.
Em cada instante t, um trabalhador qualificado que proceda a` comparac¸a˜o entre
duas regio˜es4 depara-se com uma de treˆs circunstaˆncias:
3Veja-se, a este respeito, a dinaˆmica em tempo cont´ınuo de Smith (Sandholdm, 2009, p. 3184).
4Facilmente se depreende, a partir da exposic¸a˜o sequente, a ana´lise, em tudo semelhante, com
respeito a uma terceira regia˜o k.
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1. Se ωi,t > ωj,t, os trabalhadores qualificados ativos em i na˜o tera˜o qualquer incen-
tivo em deslocar-se para a regia˜o j, pois usufruem correntemente de uma maior
utilidade indireta na sua regia˜o de resideˆncia. Todavia, havera´ uma percentagem
de trabalhadores qualificados de j que se deslocara´ para a regia˜o i;
2. Se ωi,t < ωj,t, o sentido de migrac¸a˜o sera´ o oposto: havera´ uma percentagem de
trabalhadores qualificados residentes em i a migrar para a regia˜o j, onde o bem-
estar e´ superior e, por isso, a ma˜o-de-obra qualificada residente na regia˜o j na˜o
estara´ interessada em mudar-se para a regia˜o i;
3. Se ωi,t = ωj,t, a igualdade entre os sala´rios reais torna indiferente a um trabalhador
qualificado situar-se na regia˜o i ou na regia˜o j, na˜o havendo lugar a movimentac¸o˜es
de trabalhadores de uma para outra das regio˜es consideradas.
4.1.2 Func¸a˜o de migrac¸a˜o
Seja mj→i a percentagem de trabalhadores qualificados da regia˜o j que, no final do
instante t, migram para a regia˜o i. Analogamente, mi→j confere a percentagem de
trabalhadores qualificados que migram da regia˜o i para a regia˜o j. Enta˜o, deve a
dinaˆmica obedecer a` seguinte func¸a˜o de migrac¸a˜o:







onde a percentagem de trabalhadores qualificados na regia˜o i no instante t+1 se obte´m,
portanto, pela adic¸a˜o a λi,t, percentagem de trabalhadores qualificados ativos na regia˜o
no per´ıodo corrente, da entrada em i de trabalhadores provenientes das regio˜es j, k,
subtra´ıda da sa´ıda de trabalhadores de i com destino a`s restantes regio˜es.
Considere-se, aditivamente, que a percentagem de trabalhadores qualificados que
migra de uma regia˜o para outra e´ proporcional a` diferenc¸a entre os sala´rios reais, logo,
tanto maior quanto maior o sala´rio real da regia˜o de destino, quando comparada com
a regia˜o de origem. Sa˜o, portanto, as percentagens mi→j e mj→i crescentes com o
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diferencial salarial observado. A` semelhanc¸a de Garrido-da-Silva et al. (2015), esta
percentagem e´ normalizada pela soma dos sala´rios reais, por forma a garantir que
se encontra no intervalo [0, 1], vindo expressa em termos dos ra´cios salariais. Assim,
definem-se, para i, j ∈ {1, 2, 3}, usando Rij,t = ωi,tωj,t ,
mj→i : ]1,+∞[→ [0, 1]
























mi→j : ]0, 1[→ [0, 1]























De acordo com (4.2) e (4.3), a equac¸a˜o (4.1) pode ser escrita em extensa˜o como



















4.1.3 Propriedades da func¸a˜o de migrac¸a˜o
A simetria exibida na migrac¸a˜o entre duas regio˜es ocorre, como constatam Garrido-
da-Silva et al. (2015), por se declarar constante a populac¸a˜o, quer no que concerne
aos trabalhadores qualificados em nu´mero N , quer na˜o qualificados, L. Concomitante-
mente, se sa˜o iguais os sala´rios reais de duas regio˜es, na˜o ocorre migrac¸a˜o entre elas.
Estas considerac¸o˜es, descritas na subsecc¸a˜o 4.1.1, nos pressupostos a que a migrac¸a˜o
deve obedecer, originam algumas propriedades da func¸a˜o (4.1) que conve´m sobrelevar.
Proposic¸a˜o 4.1.1. (a) Se o sala´rio real da regia˜o i supera o sala´rio real da regia˜o j,
a percentagem de trabalhadores da regia˜o j que migra para a regia˜o i e´ positiva e
a percentagem de trabalhadores da regia˜o i que migra para a regia˜o j e´ nula.
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(b) Se sa˜o iguais os sala´rios reais das regio˜es i e j, sa˜o nulas a percentagem de tra-
balhadores da regia˜o j que migra para a regia˜o i e a percentagem de trabalhadores
da regia˜o i que migra para a regia˜o j.


















= 0⇔ mi→j = 0.



















⇔ mj→i(1) = mi→j(1) = 0.
Decorre da simetria que, sendo inferior o sala´rio real da regia˜o i face ao da regia˜o j,
i.e., ωi < ωj, e´, por oposic¸a˜o a` al´ınea (a) da Proposic¸a˜o 4.1.1, positiva a percentagem de
trabalhadores da regia˜o i que migra para a regia˜o j (mi→j > 0), e nula a percentagem
de trabalhadores da regia˜o j que migra para a regia˜o i (mj→i = 0).
Lema 4.1.1. Se entram trabalhadores qualificados da regia˜o j na regia˜o i, enta˜o na˜o
saem trabalhadores qualificados da regia˜o i para a regia˜o j.

















⇔ mj→i > 0⇒ mi→j = 0.
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Pelo Lema 4.1.1 tem-se, equivalentemente, que a sa´ıda de trabalhadores qualificados
de i para a regia˜o j implica que na˜o entram trabalhadores qualificados de j na regia˜o i.
Observac¸a˜o 4.1.1. As implicac¸o˜es contra-rec´ıprocas das que derivam do Lema 4.1.1,
respetivamente, mi→j = 0 ⇒ mj→i > 0 e mj→i = 0 ⇒ mi→j > 0, na˜o sa˜o verdadeiras.
Basta ter-se em atenc¸a˜o o que sucede diante de Rij,t = 1 [Proposic¸a˜o 4.1.1(b)].
Conhecidas as propriedades a que a nova dinaˆmica de migrac¸a˜o obedece, procede-se,
nas secc¸o˜es 4.2 e 4.3, a` restric¸a˜o da func¸a˜o de migrac¸a˜o F , dada por (4.1), aos espac¸os
invariantes5, a` semelhanc¸a do que foi feito nas secc¸o˜es 3.3 e 3.4. Este estudo serve de
apoio a` secc¸a˜o 4.4, que contempla a laborac¸a˜o do setor industrial nas treˆs regio˜es fora
dos espac¸os invariantes.
4.2 Duas regio˜es ideˆnticas
Assuma-se j como a regia˜o diferente em termos de dotac¸a˜o de trabalho qualificado,
enquanto as regio˜es i, k sa˜o ideˆnticas no que a esse fator produtivo concerne. Designa-
se por mj→i a percentagem de trabalhadores qualificados da regia˜o diferente que migra
para as regio˜es ideˆnticas, ou seja, que sai da regia˜o j e entra em duas regio˜es, i e
k. Enta˜o, mi→j corresponde ao movimento migrato´rio oposto, i.e., a percentagem de
trabalhadores qualificados que sai de duas regio˜es, i e k, e entra numa so´ regia˜o, j. A
func¸a˜o6 fd(λt) corresponde a` restric¸a˜o da equac¸a˜o a`s diferenc¸as (4.1) a`s medianas do
triaˆngulo R e fornece λt+1, percentagem de trabalhadores qualificados ativos nas regio˜es















5Relembre-se que nas medianas e arestas do triaˆngulo R, a dinaˆmica e´ definida em termos de uma
u´nica varia´vel de estado, o que facilita a ana´lise qualitativa dos pontos fixos e estabilidade.
6O ı´ndice d aqui usado esta´ relacionado com o facto de se estar a reduzir a dinaˆmica a`s diagonais do
triaˆngulo R. No caso das arestas, utiliza-se b, de boundary, tal como em Commendatore et al. (2015b).
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com R(λt) ≡ ωi,tωj,t dado por (3.14).
Atente-se, todavia, no facto de que duas regio˜es com uma mesma percentagem
de trabalho qualificado no instante t dispo˜em do mesmo rendimento e, consequente-
mente, oferecem um mesmo sala´rio real. Assim, tem-se
ωi,t
ωk,t
= 1, ∀t ∈ N0. Recorde-
se, agora, que o ra´cio R(λt) procede a` comparac¸a˜o entre a remunerac¸a˜o auferida nas
regio˜es ideˆnticas e a regia˜o diferente em termos populacionais, j. Ora, se o sala´rio
real que vigora nas regio˜es ideˆnticas no momento corrente e´ inferior ao da regia˜o dife-
rente, com 0 < R(λt) < 1, havera´ uma percentagem de trabalhadores qualificados das
regio˜es ideˆnticas que ira´ migrar para a regia˜o que oferece uma maior utilidade indireta,
sendo esta percentagem medida por mi→j. Nenhum problema e´ ocasionado por movi-
mentac¸o˜es dos trabalhadores qualificados neste sentido. A dificuldade acrescida num
contexto de treˆs regio˜es brota da simetria entre duas regio˜es quando R(λt) > 1, i.e.,
duas regio˜es oferecem um mesmo vencimento no instante t, pore´m superior ao de uma
terceira. Nesta situac¸a˜o, os trabalhadores qualificados da regia˜o desigual tera˜o incen-
tivo em abandonar a sua resideˆncia e, indiferentemente, instalar-se numa das regio˜es
ideˆnticas. A deslocac¸a˜o de metade destes trabalhadores para cada uma das regio˜es
iguais na˜o e´ automaticamente garantida por uma restric¸a˜o imediata da equac¸a˜o a`s di-
ferenc¸as (4.1) e coloca em causa a condic¸a˜o 0 ≤ λt+1 ≤ 1 para valores do ra´cio R(λt),
ou correspondentes diferenciais salariais, muito elevados. Suponha-se, a t´ıtulo de exem-
plo, que, ante a possibilidade de desfrutar de um maior bem-estar nas regio˜es i, k, 70%
dos trabalhadores qualificados da regia˜o j decide migrar. Enta˜o, de acordo com (4.1),
cada uma das regio˜es ideˆnticas iria albergar adicionalmente 70% de λj,t, perfazendo um
total de 140% > 100% de trabalhadores que abandonam a regia˜o diferente no final do
instante t. Por esse motivo, impo˜e-se a realizac¸a˜o de um ajuste a` func¸a˜o de migrac¸a˜o,
por forma a garantir o cumprimento de duas eventualidades:
1. Se e´ superior o sala´rio real que vigora na regia˜o diferente, enta˜o assiste-se a` sa´ıda
de trabalhadores qualificados das regio˜es ideˆnticas i, k, com base no diferencial
salarial observado, em percentagens afins para a regia˜o diferente j;
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2. Caso seja o sala´rio real das regio˜es ideˆnticas superior, enta˜o metade dos trabalha-
dores qualificados que abandona a regia˜o diferente migra para a regia˜o i e a outra
metade para k, i.e., 50% do total migrato´rio para cada uma das regio˜es ideˆnticas.
A satisfac¸a˜o dos pontos anteriores preconiza como soluc¸a˜o a multiplicac¸a˜o da per-
centagem de trabalhadores qualificados da regia˜o desigual por 1/2. Com esta trans-
formac¸a˜o, a taxa de entrada nas regio˜es ideˆnticas torna-se proporcional a 1−2λt
2
. Isto
posto, a equac¸a˜o a`s diferenc¸as que descreve a percentagem de trabalhadores qualificados
nas regio˜es ideˆnticas no instante t+ 1 iguala





mj→i − λtmi→j. (4.6)
com λt ∈ [0, 1/2]. A percentagem de trabalhadores qualificados ativos, em t + 1, na
regia˜o diferente e´ obtida residualmente face a`s regio˜es ideˆnticas e dada por 1− 2λt+1.
Pode-se, de forma equivalente, separar a func¸a˜o em ramos, sendo fa´cil reconhecer a
semelhanc¸a desta com a dinaˆmica de Garrido-da-Silva et al. (2015):






mj→i se R(λt) ≥ 1
−λtmi→j se R(λt) < 1
.
A subsecc¸a˜o seguinte dedica-se ao estudo qualitativo da func¸a˜o de migrac¸a˜o (4.6),
com a determinac¸a˜o dos pontos de equil´ıbrio, condic¸o˜es de estabilidade e posterior
representac¸a˜o gra´fica para diferentes esta´gios (crescentes) de integrac¸a˜o econo´mica entre
as treˆs regio˜es que compo˜em a economia.
4.2.1 Pontos de equil´ıbrio
A Proposic¸a˜o 4.1.1 e Lema 4.1.1 decretam que havera´ uma percentagem de trabalhado-
res qualificados da regia˜o diferente que migra para as regio˜es ideˆnticas caso mj→i seja
diferente de zero. Em contra´rio, essa percentagem sera´ nula, podendo ou na˜o ser acom-
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panhada da sa´ıda de populac¸a˜o das regio˜es ideˆnticas. Tenha-se, outrossim, presente
que, ante R(λt) = 1, os trabalhadores permanecem na sua resideˆncia atual. Posto isto,
os pontos fixos derivam de dois casos distintos, correspondentes a` entrada ou sa´ıda de
trabalhadores das regio˜es ideˆnticas.
Caso 1. R(λt) ≥ 1, ∀t ∈ N0
fd(λ























⇔ λ∗ = 1/2 ∨R(λ∗) = 1⇔
⇔ λ∗ = 1/2 ∨ λ∗ ∈ {λt ∈ [0, 1/2] : R(λ∗) = 1}.
Caso 2. 0 ≤ R(λt) ≤ 1, ∀t ∈ N0
fd(λ
∗) = λ∗ ⇔ λ∗ − 1−R(λ
∗)
R(λ∗) + 1









⇔ λ∗ = 0 ∨R(λ∗) = 1⇔
⇔ λ∗ = 0 ∨ λ∗ ∈ {λt ∈ [0, 1/2] : R(λ∗) = 1}.
O primeiro dos casos considerados supo˜e R(λt) ≥ 1. Um ra´cio salarial superior a`
unidade promove, como se sabe, a instalac¸a˜o de novas empresas nas regio˜es ideˆnticas,
por oferecerem estas um sala´rio real superior ao da regia˜o diferente. No limite, surge,
para λ∗ = 1/2, o equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial Si, concentrando, em partes iguais, a
indu´stria nas regio˜es ideˆnticas. O segundo contempla a situac¸a˜o em que o bem-estar ofe-
recido pelas regio˜es ideˆnticas e´ inferior ao da regia˜o diferente. Diante de 0 ≤ R(λt) ≤ 1,
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e´ nula a entrada de trabalhadores qualificados nas regio˜es ideˆnticas. Como tal, λ∗ = 0
traduz-se numa estrutura centro-periferia CPi, que transforma em centro industriali-
zado a regia˜o desigual e em periferia as regio˜es iguais em termos populacionais. A
dispersa˜o da atividade econo´mica industrial entre as treˆs regio˜es tem lugar quando
R(λ∗) = 1, podendo ser sime´trica, por via da instalac¸a˜o de uma terc¸a-parte da po-
pulac¸a˜o qualificada em cada uma das regio˜es (λ∗ = 1/3), ou assime´trica, com a re-
partic¸a˜o dos trabalhadores qualificados, em frac¸o˜es afins, nas regio˜es ideˆnticas, pore´m
d´ıspares face a uma terceira regia˜o. Note-se que a dispersa˜o sime´trica e´ sempre soluc¸a˜o,
ao inve´s dos equil´ıbrios centro-periferia e aglomerac¸a˜o parcial. Desde logo se salienta
esta carater´ıstica como diferenciadora face a` versa˜o de Commendatore et al. (2015b),
onde a pro´pria configurac¸a˜o do modelo garante a existeˆncia, para qualquer valor dos
paraˆmetros, dos equil´ıbrios centro-periferia e aglomerac¸a˜o parcial.
4.2.2 Estabilidade
O estudo da estabilidade dos pontos fixos, auxiliado pelo Teorema da Estabilidade
Local, requer o ca´lculo da derivada de primeira ordem da func¸a˜o fd(λt), dada por






m′j→i −mj→i se R(λt) > 1


















A avaliac¸a˜o nos pontos de equil´ıbrio centro-periferia e aglomerac¸a˜o parcial pode ser
feita, sem mais, recorrendo a f ′d(λt), desde que estes na˜o satisfac¸am R(0) = R(1/2) = 1.
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Proposic¸a˜o 4.2.1. (a) A configurac¸a˜o aglomerac¸a˜o parcial com a repartic¸a˜o equiva-
lente dos trabalhadores qualificados entre as regio˜es ideˆnticas, λ∗ = 1/2, e´ esta´vel
se R(1/2) > 1.
(b) A configurac¸a˜o centro-periferia com todos os trabalhadores qualificados na regia˜o
diferente, λ∗ = 0, e´ esta´vel se 0 < R(0) < 1.
Demonstrac¸a˜o. (a) Note-se que λ∗ = 1/2 e´ equil´ıbrio se R(1/2) > 1 ou se R(1/2) = 1.
Considere-se R(1/2) > 1: λ∗ = 1/2 e´ esta´vel se |f ′d(1/2)| < 1. De facto,
|f ′d(1/2)| < 1⇔ |1−mj→i(R(1/2))| < 1⇔
⇔
∣∣∣∣1− R(1/2)− 1R(1/2) + 1
∣∣∣∣ < 1⇔
⇔







⇔ R(1/2) > 1.
(b) Como λ∗ = 0 e´ equil´ıbrio se R(0) < 1 ou se R(0) = 1, considere-se R(0) < 1:
λ∗ = 0 e´ esta´vel se |f ′d(0)| < 1. De facto,
|f ′d(0)| < 1⇔ |1−mi→j(R(0))| < 1⇔
⇔
∣∣∣∣1− 1−R(0)R(0) + 1
∣∣∣∣ < 1⇔
⇔







⇔ R(0) < 1.
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A ana´lise da estabilidade dos equil´ıbrios de dispersa˜o, sime´trica ou assime´trica, onde
R(λ∗) = 1 e fd(λt) na˜o e´ diferencia´vel, mas sa˜o finitos os limites a` esquerda e direita
de λ∗, requer a extensa˜o do Teorema da Estabilidade Local, permitindo concluir:
Proposic¸a˜o 4.2.2. Uma configurac¸a˜o com trabalhadores qualificados nas treˆs regio˜es,








< R′(λ∗) < 0.
Demonstrac¸a˜o. Usando um me´todo ana´logo a` prova de Garrido-da-Silva et al. (2015),


















∣∣f ′d(λ∗+)∣∣ < 1⇔ ∣∣∣∣1 + 1− 2λ∗4 R′(λ∗)
∣∣∣∣ < 1⇔
⇔ 1 + 1− 2λ
∗
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1− 2λ∗ , 0
)
.









Tal e´ suficiente para garantir que fd e´ Lipschitz com constante |K| < 1 e, assim sendo,
o equil´ıbrio e´ esta´vel. A este respeito, veja-se o Lema 4.2.1.
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Lema 4.2.1 (Garrido-da-Silva et al. (2015), Lema 4.9). Seja f uma func¸a˜o Lipschitz
com constante |K| < 1 e x∗ um ponto fixo de f . Enta˜o x∗ e´ localmente assintoticamente
esta´vel para xt+1 = f(xt).
A observac¸a˜o das Figuras 3.6, 4.1, 4.2 e 4.3 corrobora os resultados formalizados na
presente secc¸a˜o. Para efeitos da sua ilustrac¸a˜o, considerou-se: suficientemente reduzidos
os valores φ = 0.2 e φ = 0.25; e suficientemente elevados φ = 0.3 e φ = 0.5.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5,
 para φ suficientemente reduzido, o equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica e´ localmente
assintoticamente esta´vel e a convergeˆncia e´ mono´tona, por ser 0 < f ′d(1/3) < 1
(Figura 4.2a). Dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, 1/3[, a aproximac¸a˜o da´-se pela
entrada de populac¸a˜o qualificada nas regio˜es ideˆnticas (Figura 4.1a). De modo
ana´logo, para λ0 ∈ ]1/3, 1/2[, assiste-se a` sa´ıda de trabalhadores qualificados das
regio˜es ideˆnticas com destino a` regia˜o diferente, cuja dimensa˜o mais reduzida lhe
atribui um mercado concorrencial menos intenso (Figura 4.1b). Consequente-
mente, sa˜o insta´veis os equil´ıbrios centro-periferia e aglomerac¸a˜o parcial.
Enta˜o, a intensificac¸a˜o da concorreˆncia por meio da entrada de novas empresas
nas regio˜es ideˆnticas quando de pequena dimensa˜o, promovida por um diferencial
salarial positivo face a` maior regia˜o (Figura 3.6a), prejudica o lucro das empresas
instaladas, i.e., o vencimento dos trabalhadores, conduzindo a diminuic¸a˜o do ra´cio
salarial (Figura 3.6b), de novo, a` dispersa˜o industrial.
Note-se que, quando existe, o equil´ıbrio de dispersa˜o assime´trica λ∗ = λd e´
insta´vel, coexistindo com o ponto fixo λ∗ = 0. Veja-se a Figura 4.2a para φ = 0.25,
que aponta para f ′d(λd) > 1. Dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, λd[, presencia-
se a sa´ıda (mono´tona) de trabalhadores qualificados das regio˜es ideˆnticas ate´ a`
sua completa desertificac¸a˜o em termos de setor industrial. Ja´ para λ0 ∈ ]λd, 1/3[,
a entrada de novas empresas em i, k culmina, no longo prazo, com a dispersa˜o
sime´trica da atividade econo´mica industrial entre as treˆs regio˜es (Figura 4.3).
77
 para φ suficientemente elevado, o equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica perde esta-
bilidade e condic¸o˜es iniciais pro´ximas deste ponto ira˜o divergir monotonamente
dele, na medida em que f ′d(1/3) > 1 (Figura 4.2b). Dada uma condic¸a˜o ini-
cial λ0 ∈ ]0, 1/3[, assiste-se a` sa´ıda de trabalhadores qualificados das regio˜es
ideˆnticas, que se aglomeram, por inteiro, na regia˜o diferente, de maior dimensa˜o.
O equil´ıbrio centro-periferia e´, por conseguinte, esta´vel (Figura 4.1a). Veja-se
que quando o mercado das regio˜es ideˆnticas se caracteriza pela menor oferta de
variedades industriais, as empresas a´ı ativas sera˜o incentivadas a deslocalizar a
sua produc¸a˜o para a regia˜o j, cuja maior dimensa˜o proporciona superior rentabi-
lidade e, por ser ja´ suficientemente elevada a integrac¸a˜o dos mercados, servem os
consumidores por meio da exportac¸a˜o dos seus produtos para as regio˜es ideˆnticas.
Ora, quando existem duas grandes regio˜es, sai reforc¸ado o incentivo a` instalac¸a˜o
nesses mercados, o que se explica pelo domı´nio das forc¸as de ligac¸a˜o. Perante uma
condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]1/3, 1/2[, a migrac¸a˜o opera-se, por isso, no sentido inverso,
levando a` concentrac¸a˜o de todo o setor industrial nas regio˜es ideˆnticas. Surge
como equil´ıbrio de longo-prazo a aglomerac¸a˜o parcial (Figura 4.1b).
(a) (b)
Figura 4.1: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (4.6) para diferentes valores de φ e λ0.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra o conjunto de
pontos percorridos pela soluc¸a˜o da dinaˆmica imposta por fd em (4.6) para uma condic¸a˜o
inicial: (a) λ0 = 1/3− ε; (b) λ0 = 1/3 + ε, com ε = 0.1, ao longo de t = 600 instantes.
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A Figura 4.4 representa os pontos de equil´ıbrio da dinaˆmica descrita por fd em
(4.6), em ordem a φ. Inicia-se o sistema numa condic¸a˜o inicial pro´xima do equil´ıbrio
de dispersa˜o sime´trica λ∗ = 1/3, em (a) a` esquerda, e em (b) a` sua direita, para va-
lores de φ ∈ (0, 0.5]. Quando comparada com a Figura 3.10, a dinaˆmica apresenta-se
bem comportada. Por ter sido obtida com recurso ao software Octave, torna-se im-
portante referir que o trac¸o que se observa entre os equil´ıbrios de dispersa˜o sime´trica e
aglomerac¸a˜o se deve a` mais lenta convergeˆncia no intervalo de φ correspondente.
(a) (b)
Figura 4.2: Representac¸a˜o gra´fica de fd(λt) para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, a linha a vermelho representa a func¸a˜o identidade e a sua
intersec¸a˜o com o gra´fico de fd(λt) identifica um ponto de equil´ıbrio. Para valores de φ
suficientemente: (a) reduzidos, λ∗ = 1/3 e´ esta´vel, podendo surgir, para certos valores dos
paraˆmetros, o ponto fixo assime´trico λ∗ = λd; (b) elevados, sa˜o esta´veis CPi e Si.
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Figura 4.3: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (4.6) para φ = 0.25 e λ0 pro´ximo de λd.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, dada uma condic¸a˜o inicial λ0 = λd−ε, com ε ' 0.005, observa-se,
a trac¸o cheio, a convergeˆncia da soluc¸a˜o de (4.6) para o ponto fixo λ∗ = 0, enquanto para
uma condic¸a˜o inicial λ0 = λd + ε, a trajeto´ria, a tracejado, se aproxima do equil´ıbrio de
dispersa˜o sime´trica. Assim se afere da instabilidade do ponto fixo assime´trico λ∗ = λd.
(a) λ0 = 1/3− ε (b) λ0 = 1/3 + ε
Figura 4.4: Estados de equil´ıbrio em ordem a φ para diferentes condic¸o˜es iniciais.
Dados µ = 0.45, σ = 2.5 e ε = 0.001, verifica-se que para n´ıveis suficientemente reduzidos
de φ, a convergeˆncia processa-se para o ponto de equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica λ∗ = 1/3.
Para valores suficientemente elevados, converge para uma das configurac¸o˜es de aglomerac¸a˜o:
equil´ıbrio centro-periferia em (a); aglomerac¸a˜o parcial em (b).
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4.3 Uma regia˜o sem indu´stria
Em cada uma das arestas do triaˆngulo R, e´ nula a percentagem de atividade econo´mica
industrial numa das treˆs regio˜es, pelo que a migrac¸a˜o de trabalho qualificado tem lugar
em apenas duas delas. Func¸a˜o de uma u´nica varia´vel de estado, a percentagem de
trabalhadores qualificados na regia˜o i no instante t + 1, λt+1 = fb(λt), corresponde a
uma restric¸a˜o imediata, sem demais alterac¸o˜es, de (4.1) ao caso em que λk,t = 0, e vem
dada por
λt+1 = fb(λt) = λt + (1− λt)mj→i − λtmi→j, (4.9)
com λt ∈ [0, 1]. A percentagem mj→i, definida por (4.4), corresponde a` entrada de
trabalhadores qualificados na regia˜o i provenientes da regia˜o j. Correspondente ao
movimento migrato´rio oposto, mi→j, descrita por (4.5), confere a percentagem de tra-
balhadores qualificados da regia˜o i que migra para a regia˜o j. O ra´cio salarial R(λt) e´
agora dado por (3.24). Note-se que a func¸a˜o de migrac¸a˜o descrita pela equac¸a˜o (4.9)
pode ser escrita por meio de uma composic¸a˜o em ramos como a que se segue,
λt+1 = fb(λt) = λt +
 (1− λt)mj→i se R(λt) ≥ 1−mi→jλt se R(λt) < 1 , (4.10)
ou, em alternativa, pela substituic¸a˜o, em (4.10) dos ma´ximos mj→i e mi→j pelas
equac¸o˜es (4.4)-(4.5), obtendo-se, a` semelhanc¸a de Garrido-da-Silva et al. (2015),




(1− λt) se R(λt) ≥ 1
−1−R(λt)
R(λt) + 1
λt se R(λt) < 1
.
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4.3.1 Pontos de equil´ıbrio
Num contexto de uma regia˜o sem indu´stria, existe uma correspondeˆncia direta entre a
entrada de populac¸a˜o qualificada numa regia˜o i e a sua sa´ıda da regia˜o j, a` semelhanc¸a
do que sucedia na secc¸a˜o 4.2 relativamente a` entrada e sa´ıda de ma˜o-de-obra qualificada
das regio˜es ideˆnticas para a regia˜o diferente. Assim sendo, sa˜o igualmente dois os casos
a detalhar, ideˆnticos ao de Garrido-da-Silva et al. (2015).
Caso 1. R(λt) ≥ 1,∀t ∈ N0
fb(λ
∗) = λ∗ ⇔ λ∗ = 1 ∨ λ∗ ∈ {λt ∈ [0, 1] : R(λ∗) = 1}.
Caso 2. 0 ≤ R(λt) ≤ 1, ∀t ∈ N0
fb(λ
∗) = λ∗ ⇔ λ∗ = 0 ∨ λ∗ ∈ {λt ∈ [0, 1] : R(λ∗) = 1}.
O primeiro dos casos considerados contempla a sa´ıda de trabalhadores da regia˜o j
e correspondente entrada na regia˜o i. O segundo descreve a situac¸a˜o em que e´ nula a
entrada de trabalhadores qualificados na regia˜o i, na medida em que o sala´rio real que
nela vigora no instante t e´ inferior ou, no limite, igual ao da regia˜o j. No que importa a`
existeˆncia de pontos fixos, λ∗ = 0 ∨ λ∗ = 1 sa˜o equivalentes, estabelecendo uma estru-
tura centro-periferia CPi, na qual a atividade econo´mica industrial se concentra numa
u´nica regia˜o enquanto for maior o sala´rio real corrente por ela oferecido. A dispersa˜o da
atividade econo´mica industrial entre duas das treˆs regio˜es tem lugar quando R(λ∗) = 1,
podendo ser sime´trica, instalando metade da populac¸a˜o qualificada em cada uma das
regio˜es, ou assime´trica, com a repartic¸a˜o desigual dos trabalhadores qualificados entre
as duas regio˜es que acolhem a manufatura. A aglomerac¸a˜o parcial7, λ∗ = 1/2, e´ sempre
soluc¸a˜o, contrariamente a`s configurac¸o˜es assime´trica e centro-periferia.
7Recorde-se que, num contexto de uma regia˜o sem indu´stria, este equil´ıbrio corresponde a` dispersa˜o
sime´trica da atividade industrial entre duas regio˜es.
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4.3.2 Estabilidade
O estudo da estabilidade dos pontos fixos, auxiliado pelo Teorema da Estabilidade
Local, requer o ca´lculo da derivada de primeira ordem da func¸a˜o fb(λt), dada por
f ′b(λt) = 1 +
 (1− λt)m
′
j→i −mj→i se R(λt) > 1
−(λtm′i→j +mi→j) se R(λt) < 1
,
onde m′j→i e m
′
i→j sa˜o definidos por (4.8). A func¸a˜o na˜o e´ diferencia´vel para R(λt) = 1,
exceto quando λt = 1/2. Nesse caso, e´ dada por




Em consequeˆncia, e de modo ana´logo quer ao estudo realizado na secc¸a˜o anterior, quer
ao trabalho de Garrido-da-Silva et al. (2015), a avaliac¸a˜o da estabilidade dos pontos
de equil´ıbrio centro-periferia pode ser feita recorrendo a f ′b(λt), desde que estes na˜o
satisfac¸am R(0) = R(1) = 1. A ana´lise da estabilidade dos equil´ıbrios de dispersa˜o,
sime´trica ou assime´trica, onde R(λ∗) = 1, requer, novamente, o recurso ao Lema 4.2.1.8
Proposic¸a˜o 4.3.1 (Garrido-da-Silva et al., 2015, Lema 4.4). (a) A configurac¸a˜o centro-
periferia com todos os trabalhadores qualificados concentrados na regia˜o i, λ∗ = 1,
e´ esta´vel se e so´ se R(1) > 1.
(b) A configurac¸a˜o centro-periferia com todos os trabalhadores qualificados concentra-
dos na regia˜o j, λ∗ = 0, e´ esta´vel se e so´ se 0 < R(0) < 1.
Proposic¸a˜o 4.3.2 (Garrido-da-Silva et al.(2015), Lema 4.8). Uma configurac¸a˜o com








< R′(λ∗) < 0.
8As provas que acompanham, em Garrido-da-Silva et al. (2015), as seguintes proposic¸o˜es sa˜o
ideˆnticas a`s apresentadas na secc¸a˜o 4.2 e, por esse motivo, excluem-se na exposic¸a˜o procedente.
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A observac¸a˜o das Figuras 4.5 e 4.6 produz informac¸o˜es que va˜o ao encontro dos
resultados descritos na presente secc¸a˜o. Para efeitos da sua ilustrac¸a˜o considerou-se:
suficientemente reduzidos φ = 0.1 e φ = 0.2; suficientemente elevados φ = 0.25 e
φ = 0.35. Dados µ = 0.45 e σ = 2.5,
 para φ suficientemente reduzido, o equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial, que corres-
ponde a` dispersa˜o sime´trica entre as duas regio˜es recet´ıveis a` indu´stria, afigura-se
esta´vel. Por ser 0 < f ′b(1/2) < 1, a convergeˆncia e´ mono´tona (Figura 4.5a). Assim,
dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, 1/2[, assiste-se a` entrada de trabalhadores qua-
lificados na regia˜o i ate´ que o equil´ıbrio λ∗ = 1/2 seja atingido (Figura 4.6a). Caso
seja λ0 ∈ ]1/2, 1[, a aproximac¸a˜o da´-se pela sa´ıda de trabalhadores qualificados da
regia˜o i ate´ as duas regio˜es atingirem a mesma dimensa˜o (Figura 4.6b). Atuam
os efeitos de dispersa˜o, mais fortes em esta´gios iniciais do processo de integrac¸a˜o
econo´mica (φ reduzido, T elevado), no sentido da igualdade salarial.
 para φ suficientemente elevado, o equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial perde esta-
bilidade face a`s configurac¸o˜es centro-periferia, pelo que, condic¸o˜es iniciais perto
do primeiro dos equil´ıbrios ira˜o divergir monotonamente dele, na medida em que
f ′b(1/2) > 1 (Figura 4.5b). Dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ∈ ]0, 1/2[, o afastamento
processa-se pela migrac¸a˜o de trabalhadores qualificados da regia˜o i (Figura 4.6a),
ao passo que, quando λ0 ∈ ]0, 1/2[ e a regia˜o i concentra um maior nu´mero de
trabalhadores qualificados do que j, mais empresas sera˜o atra´ıdas a instalar-se no
seu mercado, transformando-a, a prazo, num centro industrializado (Figura 4.6b).
Assiste-se a` preponderaˆncia dos efeitos de aglomerac¸a˜o quando a integrac¸a˜o dos
mercados esta´ ja´ suficientemente desenvolvida (φ elevado, T reduzido).
Atente-se ainda na Figura 4.6. A convergeˆncia para uma estrutura centro-periferia
processa-se tanto mais ra´pido, quanto maior φ. Este facto explica-se pela menor
importaˆncia que assume o local de produc¸a˜o em face de custos de transporte muito
reduzidos e fundamenta a inexisteˆncia, para valores de φ muito reduzidos, dos
equil´ıbrios centro-periferia, por na˜o serem estes lucrativamente recompensato´rios.
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A Figura 4.7 representa os pontos de equil´ıbrio da dinaˆmica imposta por fb em (4.9),
em ordem a φ, para condic¸o˜es iniciais distintas. Inicia-se o sistema perto do equil´ıbrio
de aglomerac¸a˜o parcial λ∗ = 1/2, em (a) dada uma condic¸a˜o inicial λ0 ligeiramente
inferior, e em (b) superior, para valores de φ ∈ (0, 0.5]. Por comparac¸a˜o a` Figura 3.16,
a dinaˆmica afigura-se, mais uma vez, bem comportada.
(a) (b)
Figura 4.5: Representac¸a˜o gra´fica de fb(λt) para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, a linha a vermelho representa a func¸a˜o identidade e a sua
intersec¸a˜o com o gra´fico de fb(λt) identifica um ponto de equil´ıbrio. Para φ suficientemente
reduzido (a), o equil´ıbrio λ∗ = 1/2 e´ localmente assintoticamente esta´vel, perdendo em (b)
estabilidade para valores de φ mais elevados, aquando do surgimento dos equil´ıbrios CPi.
85
Figura 4.6: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (4.9) para diferentes valores de φ e λ0.
Dados µ = 0.45, σ = 2.5 e t = 600, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra o
conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o da dinaˆmica imposta por fb em (4.9) para uma
condic¸a˜o inicial: (a) λ0 = 1/2− ε; (b) λ0 = 1/2 + ε, com ε = 0.1. Salienta-se, entre os n´ıveis
de φ elevados, a convergeˆncia tanto mais ra´pida para os equil´ıbrios CPi quanto maior o grau
de liberdade comercial.
(a) λ0 = 1/2− ε (b) λ0 = 1/2 + ε
Figura 4.7: Padro˜es de aglomerac¸a˜o em ordem a φ para diferentes condic¸o˜es iniciais.
Dados µ = 0.45, σ = 2.5 e ε = 0.001, verifica-se que, para n´ıveis suficientemente reduzidos
de φ, a convergeˆncia processa-se para o ponto de equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial λ∗ = 1/2.
Para valores suficientemente elevados, converge para um dos equil´ıbrios centro-periferia.
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4.4 Treˆs regio˜es com indu´stria
A problema´tica da simetria entre regio˜es introduzida na secc¸a˜o 4.2 tem, obviamente,
implicac¸o˜es na dinaˆmica a que deve obedecer o modelo na presenc¸a de treˆs regio˜es
pass´ıveis de industrializac¸a˜o. Neste aˆmbito, sa˜o duas as situac¸o˜es que conve´m distinguir:
1. Se duas das treˆs regio˜es dispo˜em, no instante t, um mesmo sala´rio real, este su-
perior ao de uma terceira, enta˜o os trabalhadores qualificados da u´ltima regia˜o
tera˜o incentivo em abandona´-la, pois podera˜o usufruir de um maior bem-estar se o
fizerem. Quanto ao destino, teˆm a` sua disposic¸a˜o duas regio˜es, entre as quais, por
se encontrarem em pe´ de igualdade relativamente ao vencimento que oferecem,
escolhera˜o indiferentemente. A` semelhanc¸a do referido aquando de duas regio˜es
ideˆnticas, metade do total migrato´rio deve instalar-se em cada uma delas.
Suponha-se, a t´ıtulo exemplificativo, que ωi,t = ωj,t > ωk,t. Havera´, portanto, uma
percentagem de trabalhadores qualificados de k que ira´ migrar, no final do ins-
tante t, para as regio˜es i, j, mantendo as empresas instaladas nestas regio˜es a sua
resideˆncia no per´ıodo seguinte. Sendo Rij,t = 1, na˜o havera´ lugar a movimentac¸o˜es
entre as regio˜es i e j, pelo que mj→i = mi→j = 0. Ja´ ra´cios salariais Rik,t > 1 e,
em consequeˆncia, Rjk,t =
Rik,t
Rij,t




Assim, as percentagens de trabalhadores qualificados em cada uma das regio˜es
igualam, no instante t+ 1,


























λk,t+1 = λk,t − λk,tmk→i
.
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Este corresponde ao primeiro9 de treˆs casos poss´ıveis:
Rij,t = 1 ∧Rik,t > 1 (⇔ Rjk,t > 1);
Rij,t > 1 ∧Rik,t = 1 (⇔ Rjk,t < 1); (4.11)
Rij,t < 1 ∧Rjk,t = 1 (⇔ Rik,t < 1).
Note-se que pode assistir-se tanto a` entrada, na regia˜o i, de 50% da populac¸a˜o
qualificada que decide abandonar a regia˜o j ou k, como a` sa´ıda de 50% de ma˜o-
de-obra qualificada da regia˜o i para cada uma das outras duas regio˜es. Diferente-
mente da secc¸a˜o 4.2, onde a equac¸a˜o a`s diferenc¸as λt+1 = fd(λt), dada por (4.6),
descreve a percentagem de trabalhadores qualificados nas regio˜es ideˆnticas e, por
isso, a acontecer, a sa´ıda de trabalhadores destina-se a uma u´nica regia˜o (a regia˜o
diferente), no presente contexto, a emigrac¸a˜o, quando se da´, pode suceder para
uma u´nica regia˜o ou para duas, se estas oferecem igual remunerac¸a˜o, desde que
superior a` da regia˜o de partida. Assim, na˜o e´ suficiente multiplicar a taxa de en-
trada por 1/2, obrigando a` repetic¸a˜o do processo no que a` sa´ıda de trabalhadores
da regia˜o diz respeito, por foma a acautelar as duas eventualidades. E´ o que se
faz no primeiro dos ramos da func¸a˜o F , em (4.12).
2. Caso na˜o se verifique nenhuma das situac¸o˜es contempladas em (4.11), a dinaˆmica
e´ dada pela equac¸a˜o a`s diferenc¸as geral (4.1).
O cumprimento dos dois requisitos anteriores estabelece
















9A interpretac¸a˜o dos dois u´ltimos casos e´, em tudo, ideˆntica a` do primeiro.
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Nas subsecc¸o˜es seguintes, alude-se ao comportamento das soluc¸o˜es da dinaˆmica
descrita por F em (4.12) por interme´dio de diferentes condic¸o˜es iniciais10 e graus de
integrac¸a˜o da economia (φ) crescentes. Em conformidade com o referido na secc¸a˜o 3.5,
os pontos fixos identificados nas secc¸o˜es 4.2 e 4.3 correspondem a pontos fixos de (4.12).
Basta notar que:
1. Se ωi,t > ωj,t > ωk,t, os trabalhadores qualificados das regio˜es j e k sera˜o atra´ıdos
a` regia˜o i, resultando numa estrutura centro-periferia CPi;
11
2. Se ωi,t = ωj,t > ωk,t, os trabalhadores qualificados da regia˜o k que decidem migrar
repartem-se entre as regio˜es i e j, surgindo o equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial Si;
3. Se ωi,t = ωj,t = ωk,t, a indu´stria dispersa-se entre as treˆs regio˜es, incluindo Ss.
4.4.1 Equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica
Partindo de uma condic¸a˜o inicial pro´xima do equil´ıbrio Ss = (1/3, 1/3, 1/3), obtiveram-se
as trajeto´rias que constam da Figura 4.8. Para efeitos da sua representac¸a˜o considerou-
se: φ = 0.25 como suficientemente reduzido (Figura 4.8a); e φ = 0.3 como suficiente-
mente elevado (Figura 4.8b). Da sua observac¸a˜o infere-se que,
 para φ suficientemente reduzido, condic¸o˜es iniciais pro´ximas do equil´ıbrio de dis-
persa˜o sime´trica ira˜o convergir monotonamente para ele. Isto posto, um grau de
liberdade comercial diminuto promove a dispersa˜o da indu´stria entre as regio˜es,
preservando a importaˆncia da localizac¸a˜o da unidade produtiva na satisfac¸a˜o dos
consumidores locais.
 para φ suficientemente elevado, a correspondente diminuic¸a˜o dos custos de trans-
porte, conducente a uma maior integrac¸a˜o econo´mica entre as regio˜es, favorece
(desencoraja) a aglomerac¸a˜o (dispersa˜o) da atividade econo´mica industrial.
10Recorde-se que a estabilidade dos equil´ıbrios Si e CPi e´ preservada por permutac¸a˜o das regio˜es
(Gaspar et al., 2013, p. 8).
11Qualquer outra ordenac¸a˜o entre o valor dos sala´rios reais resultaria no mesmo tipo de equil´ıbrio.
Equivalentemente, o mesmo resultado surge para ωi,t > ωj,t = ωk,t.
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(a) (b)
Figura 4.8: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (4.12) com condic¸o˜es iniciais pro´ximas de Ss.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para condic¸o˜es iniciais pro´ximas do equil´ıbrio (1/3, 1/3, 1/3), com
λ1,0 = 1/3, λ2,0 = 1/3− ε, λ3,0 = 1/3 + ε e ε = 0.1, tem-se o conjunto de pontos percorridos
pela soluc¸a˜o de (4.12) para: (a) φ = 0.25; (b) φ = 0.3, ao longo de t = 200 instantes.
4.4.2 Equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial
Seja agora a ana´lise conduzida por uma condic¸a˜o inicial suficientemente pro´xima do
equil´ıbrio Si = (1/2, 1/2, 0). Obtiveram-se as trajeto´rias que constam da Figura 4.9. Para
efeitos da sua representac¸a˜o considerou-se: φ = 0.25 como suficientemente reduzido
(Figura 4.9a); φ = 0.3 como suficientemente elevado (Figura 4.9b). Constata-se que,
 para φ suficientemente reduzido, ha´ uma convergeˆncia da soluc¸a˜o de (4.12) para
o equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica, esta´vel. Contudo, a simulac¸a˜o nume´rica para
diferentes valores de φ, ora reduzidos, ora elevados, indicia que a aglomerac¸a˜o
parcial emerge apenas para os n´ıveis mais elevados. O ponto Si na˜o e´, de resto,
um equil´ıbrio de (4.12) para φ = 0.25, como demonstra a Figura 4.10a. De acordo
com a Definic¸a˜o 3.2.2, se em t = 0 a economia se encontra num steady-state, enta˜o,
na auseˆncia de choques, permanecera´ nele nos per´ıodos seguintes. Contudo, na
situac¸a˜o representada, verifica-se um afastamento sucessivo de (1/2, 1/2, 0) e apro-
ximac¸a˜o ao equil´ıbrio de dispersa˜o sime´trica. Olhe-se, agora, a Figura 4.10b,
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desenhada para o mesmo valor de φ. Perante a desertificac¸a˜o de setor industrial
na regia˜o 3 no instante inicial, testemunha-se a entrada de trabalhadores qualifi-
cados na regia˜o em per´ıodos seguintes, provando-se, deste modo, que uma regia˜o
sem indu´stria em t = 0 e´ capaz de atrair industriais nos instantes seguintes, di-
ferentemente do que consideram Commendatore e Kubin (2013), mas de acordo
com os pressupostos que usam na construc¸a˜o da dinaˆmica de migrac¸a˜o.
 para φ suficientemente elevado, a trajeto´ria da soluc¸a˜o de (4.12) com condic¸o˜es ini-
ciais pro´ximas de Si diverge monotonamente do equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial,
desenrolando-se, desta feita, a convergeˆncia para o equil´ıbrio centro-periferia, que
assume a condic¸a˜o de esta´vel, em detrimento dos restantes. Assim, a explorac¸a˜o
nume´rica sugere, como em Gaspar et al. (2013) que, quando existe, o equil´ıbrio
de aglomerac¸a˜o parcial e´ insta´vel para todos os valores dos paraˆmetros.
4.4.3 Equil´ıbrio centro-periferia
Considerando uma condic¸a˜o inicial pro´xima do equil´ıbrio CPi = (0, 0, 1), obtiveram-se
as trajeto´rias que constam da Figura 4.11. Para efeitos da sua representac¸a˜o considerou-
se, como habitual: φ = 0.25 como suficientemente reduzido (Figura 4.11a); φ = 0.3
como suficientemente elevado (Figura 4.11b). Conclui-se que,
 para φ suficientemente reduzido, a soluc¸a˜o converge para o equil´ıbrio de dispersa˜o
sime´trica, afastando-se do equil´ıbrio centro-periferia. Note-se que, para certos
graus (inferiores) de liberdade comercial, uma configurac¸a˜o do tipo CPi na˜o e´
um ponto fixo de (4.12). Veja-se, a este respeito, a Figura 4.12. Na situac¸a˜o
representada, ha´ um afastamento sucessivo de F (λ1,0, λ2,0, λ3,0) = (0, 0, 1) ate´ a`
repartic¸a˜o equitativa da indu´stria entre as treˆs regio˜es e permaneˆncia nesse estado.
 para φ suficientemente elevado, o equil´ıbrio centro-periferia e´ esta´vel, pois os
ind´ıces de prec¸os mais elevados que se fazem sentir nas regio˜es que na˜o produzem
variedades industriais acentuam os diferenciais salariais (Gaspar et al., 2013).
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(a) (b)
Figura 4.9: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (4.12) com condic¸o˜es iniciais pro´ximas de Si.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para condic¸o˜es iniciais pro´ximas do equil´ıbrio (1/2, 1/2, 0), com
λ1,0 = 1/2, λ2,0 = 1/2 − ε, λ3,0 = ε e ε = 0.1, tem-se o conjunto de pontos percorridos pela
soluc¸a˜o de (4.12) para: (a) φ = 0.25; (b) φ = 0.3, ao longo de t = 200 instantes.
(a) (b)
Figura 4.10: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (4.12) para φ = 0.25 e diferentes λ0.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, tem-se o conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o da dinaˆmica
imposta por F em (4.12) para φ = 0.25, ao longo de t = 200 instantes, (a) dada uma condic¸a˜o
inicial coincidente com Si = (1/2, 1/2, 0); (b) para as condic¸o˜es iniciais λ1,0 = 1/2 + ε, λ2,0 =
1/2 − ε, λ3,0 = 0, com ε = 0.1. Prova-se que: (a) o equil´ıbrio de aglomerac¸a˜o parcial na˜o
existe para os valores dos paraˆmetros considerados; (b) uma regia˜o sem indu´stria em t = 0
e´ capaz de atrair trabalhadores qualificados nos per´ıodos seguintes.
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Figura 4.11: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (4.12) com condic¸o˜es iniciais pro´ximas de CPi.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para condic¸o˜es iniciais pro´ximas do equil´ıbrio (0, 0, 1), com
λ1,0 = ε, λ2,0 = 2ε, λ3,0 = 1− 3ε e ε = 0.05, tem-se o conjunto de pontos percorridos pela
soluc¸a˜o de (4.12) para: (a) φ = 0.25; (b) φ = 0.3, ao longo de t = 200 instantes.
Figura 4.12: Trajeto´ria da soluc¸a˜o de (4.12) com in´ıcio no equil´ıbrio (0, 0, 1).
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para as condic¸o˜es iniciais λ1,0 = λ2,0 = 0, λ3,0 = 1, tem-se o
conjunto de pontos percorridos pela soluc¸a˜o de (4.12) para φ = 0.2 ao longo de t = 200
instantes. Prova-se que o ponto (0,0,1) na˜o e´, para os paraˆmetros considerados, um ponto
de equil´ıbrio da dinaˆmica imposta por F em (4.12).
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5 Conclusa˜o
A resposta a`s questo˜es formuladas na Introduc¸a˜o e que motivaram o desenvolvimento
desta dissertac¸a˜o apresenta-se no Cap´ıtulo 4. A primeira questa˜o pretendia averiguar
a existeˆncia de dinaˆmicas de migrac¸a˜o discretas, num modelo centro-periferia com treˆs
regio˜es, que fossem simultaneamente cumpridoras dos pressupostos econo´micos enun-
ciados no Cap´ıtulo 2 e inviabilizadoras do aparecimento de caos. Ao mesmo tempo,
procurava-se a reproduc¸a˜o dos homo´logos resultados em tempo cont´ınuo propostos por
Gaspar et al. (2013). A investigac¸a˜o tomou como ponto de partida o modelo dinaˆmico
de Commendatore et al. (2015b), do qual se faz uma detalhada descric¸a˜o no Cap´ıtulo 3.
A exposic¸a˜o enta˜o realizada vai ale´m do trabalho original no estabelecimento de relac¸o˜es
entre as varia´veis e o comportamento dos agentes em func¸a˜o dos paraˆmetros, permitindo
uma compreensa˜o global sobre as suas deslocac¸o˜es em resposta ao ambiente econo´mico
vigente, este mormente condicionado pelo grau de integrac¸a˜o dos mercados φ. A criac¸a˜o
dos mu´ltiplos cena´rios foi auxiliada pelo software computacional MATLAB/Octave.
Deu-se conta do complexo comportamento exibido pelas soluc¸o˜es quando o modelo en-
tra no regime cao´tico, que se refere como sendo gerado para valores muito reduzidos de
φ, correspondentes a esta´gios demasiado precoces do processo de integrac¸a˜o econo´mica
dos mercados mundiais, operado pela progressiva reduc¸a˜o dos custos de transporte T .
Isto posto, prosseguiu-se para a efetiva construc¸a˜o da func¸a˜o de migrac¸a˜o alter-
nativa, apoiada pelo trabalho de Garrido-da-Silva et al. (2015). O primeiro passo foi
estabelecer as caracter´ısticas a que tal dinaˆmica deveria obedecer, representando os
poss´ıveis cena´rios de movimentac¸a˜o dos trabalhadores qualificados em resposta aos in-
centivos econo´micos, onde o seu poder de compra se assume fulcral. O segundo passo
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consistiu em expor a efetiva equac¸a˜o a`s diferenc¸as em que assenta a lei de migrac¸a˜o,
dada em (4.1) por λi,t+1 = Fi(λi,t, λj,t), onde as percentagens de trabalhadores qualifi-
cados que entram ou saem da regia˜o i se definem pela diferenc¸a entre os sala´rios reais
quando comparadas as regio˜es de partida e chegada. Este diferencial e´ normalizado
pela correspondente soma, vindo expresso em termos de um ra´cio salarial. Desta forma
garantiu-se, como em Garrido-da-Silva et al. (2015), que se encontram as percentagens
de entrada e sa´ıda no intervalo [0, 1]. Por consequeˆncia, assegura-se 0 ≤ λi,t+1 ≤ 1 sem
a obrigac¸a˜o de recorrer a uma func¸a˜o de ajustamento do tipo de Z, dada por (3.5).
Seguiu-se a restric¸a˜o da dinaˆmica de migrac¸a˜o aos espac¸os invariantes, obtendo-se duas
aplicac¸o˜es unidimensionais: fd e fb, respetivamente determinadas pelas equac¸o˜es (4.6)
e (4.9) e correspondentes, nesta ordem, a`s medianas e arestas do triaˆngulo R ou sim-
plex. Nestes espac¸os revelou-se uma forma funcional ideˆntica a` de Garrido-da-Silva et
al. (2015) nas arestas e de noto´ria semelhanc¸a nas medianas. No u´ltimo dos casos, a
sa´ıda de populac¸a˜o qualificada de uma regia˜o (diferente) para duas (ideˆnticas), quando
estas oferecem um bem-estar superior, mensurado pelo vencimento real, obrigou a um
ajuste da func¸a˜o F em (4.1), que teve tambe´m implicac¸o˜es quando consideradas treˆs
regio˜es com indu´stria, conduzindo a` equac¸a˜o (4.12). Analiticamente, concluiu-se a ma-
nutenc¸a˜o dos equil´ıbrios de dispersa˜o, sime´trica e assime´trica, e aglomerac¸a˜o, parcial
ou total, por comparac¸a˜o ao Cap´ıtulo 3. Salientou-se que os equil´ıbrios de aglomerac¸a˜o
surgem apenas quando existe uma regia˜o que oferece um sala´rio real superior a`s res-
tantes, por oposic¸a˜o ao trabalho de Commendatore et al. (2015b), onde gozavam de
independeˆncia, fruto da pro´pria configurac¸a˜o do modelo, face aos paraˆmetros conside-
rados. Testemunhou-se, adicionalmente, a entrada de trabalhadores qualificados numa
regia˜o inicialmente sem indu´stria, provando-se ser atrativa em per´ıodos seguintes, dife-
rentemente do estabelecido por Commendatore e Kubin (2013). Resumiram-se igual-
mente as condic¸o˜es que devem satisfazer os ra´cios salariais por forma a serem esta´veis
os inerentes pontos fixos, para as func¸o˜es fd em (4.6) e fb em (4.9), dependentes de
uma u´nica varia´vel de estado. Pore´m, a bidimensionalidade de F em (4.12) e a extrema
complexidade funcional das equac¸o˜es inerentes a` sua construc¸a˜o obrigou a um estudo
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qualitativo essencialmente assente na simulac¸a˜o nume´rica quando nos encontramos fora
dos espac¸os invariantes. Tal como em Gaspar et al. (2013), aferiu-se numericamente
que a aglomerac¸a˜o parcial na˜o e´ sustenta´vel num contexto de treˆs regio˜es com indu´stria,
contrariamente ao observado aquando de duas regio˜es ideˆnticas.
Terminado o estudo qualitativo, respondeu-se a` segunda das questo˜es para treˆs dife-
rentes casos e pela ulterior disposic¸a˜o: duas regio˜es ideˆnticas; uma regia˜o sem indu´stria;
e treˆs regio˜es com indu´stria. Relacionou-se esta com a primeira interrogac¸a˜o no que im-
porta ao confronto dos resultados obtidos com os de Gaspar et al. (2013). A simulac¸a˜o
computacional permitiu assinalar a reconhecida relac¸a˜o mono´tona entre os custos de
transporte e a repartic¸a˜o da atividade econo´mica industrial entre as regio˜es: em esta´gios
iniciais do processo de integrac¸a˜o econo´mica dos mercados [φ (T ) suficientemente redu-
zido (elevado)], as forc¸as de dispersa˜o prevalecem sobre as de aglomerac¸a˜o, fazendo valer
como equil´ıbrio de longo-prazo a dispersa˜o sime´trica da atividade econo´mica industrial
pelas treˆs regio˜es; por oposic¸a˜o, em fases mais desenvolvidas [φ (T ) suficientemente
elevado (reduzido)] contemplou-se a predominaˆncia das forc¸as de ligac¸a˜o, conducente a`
aglomerac¸a˜o das atividades econo´micas em poucos lugares.
Com esta dissertac¸a˜o contribui-se para o esclarecimento da relac¸a˜o entre a dinaˆmica
de migrac¸a˜o quando se toma o tempo variando de forma discreta e cont´ınua. Como
resultado da investigac¸a˜o desenvolvida, invalida-se, como desejado, a hipo´tese de que a
ocorreˆncia de caos determin´ıstico e´ uma caracter´ıstica intr´ınseca a` discretizac¸a˜o do mo-
delo centro-periferia com treˆs regio˜es, preservando-se as concluso˜es de tempo cont´ınuo
apresentadas sob afins pressupostos econo´micos. Os resultados esclarecem sobre os
padro˜es de aglomerac¸a˜o formados entre treˆs regio˜es e va˜o de encontro a` realidade
emp´ırica, embora se reconhec¸am os trabalhos de Commendatore e Kubin (2013) e Com-
mendatore et al. (2015b) como oferecendo uma ana´lise complementar no que respeita
ao estudo das propriedades de estabilidade global e cena´rios de bifurcac¸a˜o.
Investigac¸o˜es futuras podera˜o partir da generalizac¸a˜o do modelo edificado para n
regio˜es, ambicionando-se uma explicac¸a˜o da localizac¸a˜o das atividades econo´micas por




Como referido na secc¸a˜o 3.4, a equivaleˆncia qualitativa exibida pelos resultados da
representac¸a˜o gra´fica das func¸o˜es (3.17)-(3.21), relativas ao caso de uma regia˜o sem
indu´stria, e os demonstrados na secc¸a˜o 3.3, com respeito a` presenc¸a de duas regio˜es
ideˆnticas, levou a` omissa˜o dos mesmos na exposic¸a˜o realizada. Contudo, estes sa˜o aqui
ilustrados, podendo o leitor comprovar a semelhanc¸a entre os aspetos identificados.
Figura A.1: Representac¸a˜o gra´fica de ∆i,t e ∆j,t para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra, a` esquerda, a varia´vel
∆i,t, dada por (3.17). Respeita a` apreciac¸a˜o que um produtor residente na regia˜o i faz relativamente
ao potencial oferecido pelos mercados dome´stico e exterior, sendo o u´ltimo ma´ximo para λ = 1. O
mesmo tipo de interpretac¸a˜o e´ feito a` direita para a regia˜o j.
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Figura A.2: Representac¸a˜o gra´fica de si,t, sj,t e sk,t para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra, tendo em conta as
expresso˜es em (3.18)-(3.19), a frac¸a˜o da despesa total que e´ realizada em cada regia˜o, desta forma
refletindo o poder de compra dos trabalhadores que nela residem. E´ constante a varia´vel sk,t por
ser nula a percentagem de trabalhadores qualificados ativos na regia˜o. Note-se que as regio˜es i, j
contribuem com frac¸o˜es afins para a despesa total quando λ = 1/2.
Figura A.3: Representac¸a˜o gra´fica de Dt para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra o sala´rio me´dio real, dado
por (3.20), que e´ crescente com a reduc¸a˜o dos custos de transporte e, para um dado φ, mı´nimo quando
as duas regio˜es onde existe setor industrial concentram metade da populac¸a˜o qualificada.
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(a) 0.05 ≤ φ ≤ 0.25
(b) 0.3 ≤ φ ≤ 0.5
Figura A.4: Representac¸a˜o gra´fica de Ki,t e Kj,t para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra, a` esquerda (direita), o ra´cio
entre o sala´rio real de um trabalhador qualificado ativo em i (j) e a remunerac¸a˜o me´dia da economia,
dado por (3.21). Quando a regia˜o alberga uma menor percentagem de trabalhado qualificado, para:
(a) φ suficientemente reduzido, K > 1; (b) φ suficientemente elevado, K < 1.
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(a) (b)
Figura A.5: Representac¸a˜o gra´fica de R(λt) para diferentes valores de φ.
Dados µ = 0.45 e σ = 2.5, para cada valor de φ selecionado, a figura ilustra o ra´cio entre o sala´rio
real das duas regio˜es em que se verifica atividade econo´mica industrial, dado por (3.24). A linha a
tracejado preto separa, acima, as percentagens λ para as quais, dado φ, ωi > ωj . Abaixo desta linha, o
maior bem-estar oferecido na regia˜o j origina a si a migrac¸a˜o de ma˜o-de-obra qualificada proveniente
da regia˜o i. Quando a regia˜o dete´m um menor nu´mero de trabalhadores qualificados, para: (a) φ
suficientemente reduzido, R > 1; (b) φ suficientemente elevado, R < 1.
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